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Introduction 



Cette thèse est consacrée à l'étude des C*-algèbres graduées par un semi- 
treillis. 

Dans le cadre de leur travail sur le problème à N corps, A. Boutet de 
Monvel et V. Georgescu ont été amenés à introduire dans [9], [10] et [13] 
l'étude des C*-algèbres graduées par un semi-treillis fini. 

L'utilisation des C*-algèbres dans le problème à N corps quantique est 
assez récente (cf. [5] - voir aussi par exemple [6] pour d'autres utilisations 
récentes). 

D'autre part, R.G. Froese et I. Herbst ont introduit dans [17] la notion 
d'un semi-treillis toujours en relation avec le problème à N corps. Cette 
notion était par la suite utilisée et développée par W.O. Amrein, A. Boutet 
de Monvel et V. Georgescu dans [2], [3] et [4] pour donner une description 
détaillée des propriétés spectrales des hamiltoniens des systèmes quantiques 
à plusieurs corps (en particulier ils ont étudié une classe d'hamiltoniens « de 
type A » qui apparaît pour la première fois dans le livre de S. Agmon [1]). 

C'est donc tout naturellement que A. Boutet de Monvel et V. Georgescu 
ont été amenés à introduire dans [9], [10] et [13] l'étude des C*-algèbres 
graduées par un semi-treillis fini. Les composantes (parties homogènes) de 
ces algèbres correspondent aux « niveaux d'intéraction ». L'utilisation de ces 
C*-algèbres graduées leur a permis de retrouver des résultats classiques sur 
le spectre essentiel des hamiltoniens qui « engendrent » ces algèbres, comme 
par exemple le théorème de Hunziker-Van Winter-Zhislin (HVZ) et de donner 
une généralisation de l'équation de Weinberg-van Winter (WVW) introduite 
dans les années soixante (voir aussi dans [28] pour une première approche). 
De plus, dans [11] et dans un cadre plus général dans [13] ils se sont servis 
des C*-algèbres graduées pour faire le calcul de l'estimation de Mourre pour 
des systèmes à N corps (cf. aussi [12]). On retrouve les C*-algèbres graduées 
dans l'article de A. Boutet de Monvel, V. Georgescu et A. Soffer [14] pour 
l'étude des hamiltoniens d'un système à iV-corps avec des interactions très 
singulières. 
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On pourra consulter [5] pour une présentation plus globale et systéma- 
tique des résultats rapidement cités ci-dessus. 

Les travaux de M. Damak et V. Georgescu dans [15], [16] ainsi que V. 
Georgescu et A. Iftimovici dans [18], [19] et [20] proposent un élargissement 
du cadre et une systématisation de l'étude des C*-algèbres graduées. Dans 
ces travaux, les auteurs étudient les C*-algèbres graduées par des semi-treillis 
pouvant être infinis. 

Un important résultat de cette série d'articles consiste à reconnaître la 
C*-algèbre graduée considérée dans [9] comme un produit croisé. Ceci est 
démontré par M. Damak et V. Georgescu dans [15] en s'appuyant sur un 
résultat donné par V. Georgescu et A. Iftimovici (voir théorème 3.12 dans 
[18]). Il s'agit du produit croisé de la C*-algèbre formée des potentiels d'in- 
téraction (qui est une C*-algèbre graduée et commutative) par le groupe des 
translations. Cette nouvelle forme a été très utile pour déterminer le quotient 
de cette C*-algèbre par une algèbre d'opérateurs compacts et par conséquent 
pour obtenir des nouveaux résultats dans la théorie spectrale des hamilto- 
niens d'un système physique. Ces résultats sont développés dans [15], [18] et 
[20]. 

En dehors de ce produit croisé, un autre exemple de C*-algèbres graduées 
par un semi-treillis, la C* -algèbre symplectique (qui était déjà apparue dans 
[13]), a été étudié par V. Georgescu et A. Iftimovici dans [19]. 

Dans cette thèse, nous proposons une étude systématique des C*-algèbres 
graduées par un semi-treillis quelconque. 

• On simplifie quelques axiomes des C*-algèbres graduées. 

• On reconstruit ces algèbres et on donne une présentation algébrique en 
fonction des composantes et de leur produit. 

• On établit la stabilité des C*-algèbres graduées pour des opérations 
comme le produit croisé et le produit tensoriel. 

• On étudie des propriétés classiques des C*-algèbres pour les C*-algèbres 
graduées (commutativité, nucléarité, exactitude) ainsi que leur if-théorie. 

• On propose enfin l'étude de quelques exemples. 

Nous présentons maintenant nos résultats un peu plus en détail. 

Soit 21 une C*-algèbre. On dit qu'elle est graduée par un semi-treillis C 
ou bien qu'elle est C-graduée si l'on s'est donné une famille linéairement 
indépendante et totale (A);e£ de sous-C*-algèbres de 21, que l'on appellera 
les composantes de A telles que AiAj C A iA j pour tout i, j G C 
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Soit 21 une C*-algèbre graduée par un semi-treillis. On dit que (21, (Ai) ieC ) 
est une C*-algèbre £-graduée où pour i G C on a noté Ai la composante de 
21 correspondante. 

On peut remarquer tout de suite qu'une C*-algèbre graduée par un semi- 
treillis C est limite inductive de ses sous-algèbres graduées par les sous-semi- 
treillis finis de C De plus, une C*-algèbre graduée présente plusieurs suites 
exactes scindées qui permettent - dans le cas d'un semi-treillis fini - de la 
comprendre inductivement. Dans un sens, on peut considérer qu'une gra- 
duation d'une C*-algèbre par un semi-treillis est une façon d'organiser une 
famille de suites exactes scindées « compatibles entre elles ». Il s'ensuit que 
toute construction « fonctorielle » de C*-algèbres qui est compatible avec les 
suites exactes scindées et les limites inductives, va aussi être compatible avec 
les C*-algèbres graduées. Par exemple, si (21, (Ai) ie c) est une C*-algèbre gra- 
duée et si un groupe localement compact G opère sur 21 en préservant les 
A i} alors le produit croisé (plein ou réduit) 21 xi G est gradué par les Ai x G. 
Il en va de même pour les produits tensoriels de C*-algèbres. De plus, le 
même principe montre que la if-théorie d'une C*-algèbre graduée est somme 
directe des if-théories de ses composantes homogènes. 

Soit (21, (Ai) ie c) une C*-algèbre graduée. La restriction du produit au ni- 
veau de ses composantes, fournit des applications : Ai x A, — > A iA j (pour 
i,j G C) appelées applications de structure et des morphismes de C*-algèbres 
ifiij : Aj — > M (A^) (avec i,j G C tels que i < j) appelés morphismes de 
structure - ici M(Ai) désigne l'algèbre des multiplicateurs de Ai. On énonce 
immédiatement les propriétés algébriques de la famille (qij)ijec e t de la fa- 
mille (<Pi,j)i<j qui traduisent l'associativité du produit et les propriétés de 
l'involution de la C*-algèbre 21, et il est alors facile de décrire le passage de 
l'une à l'autre de ces familles. Nous démontrons en fait que ces applications 
et morphismes de structure nous permettent de reconstruire les C*-algèbres 
graduées en ce sens qu'à une famille (A)ie£ de C*-algèbres et une famille 
d'applications (qi,j)i,jec (ou (<fi,j)i<j) vérifiant les propriétés mentionnées ci- 
dessus correspond une et une seule C*-algèbre graduée (à isomorphisme près) 
qui admet les Ai comme composantes et les comme applications de struc- 
ture (ou les <fij comme morphismes de structure). 

Puisqu'une C*-algèbre graduée est entièrement décrite par ses compo- 
santes homogènes, il est naturel d'essayer de lire des propriétés de cette al- 
gèbre uniquement en termes des dites composantes. On démontre ainsi qu'une 
C*-algèbre graduée est commutative, nucléaire ou exacte si et seulement si 
ses composantes vérifient cette même propriété. Dans le cas commutatif, on 
peut aussi faire un lien entre le spectre d'une algèbre graduée 21 et ceux 
de ses composantes. Dans de bons cas, le spectre des composantes décrit 
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complètement celui de 21. 

Les représentations d'une C*-algèbre graduée (ainsi que les morphismes 
à valeurs dans une autre C*-algèbre) sont entièrement décrites en termes 
des représentations de ses composantes. On peut alors donner les conditions 
necéssaires et suffisantes pour qu'un homomorphisme d'une C*-algèbre gra- 
duée à valeurs dans une autre C*-algèbre soit injectif ou surjectif en termes 
de ses restrictions aux composantes. Si le semi-treillis possède un plus petit 
élément i$ on étudie plus particulièrement l'injectivité de l'homomorphismc 
21 — > M(A io ). Ces résultats nous permettent d'une part de simplifier l'étude 
du produit croisé traité par M. Damak et V. Georgescu dans [15] et d'autre 
part d'étudier de nombreux exemples de C*-algèbres graduées. 

Nous étudions en particulier deux exemples commutatifs dont nous dé- 
terminons le spectre. 

• Pour le premier, on considère un sous-semi treillis Q du treillis (pour 
l'inclusion) de sous espaces d'un espace vectoriel de dimension finie E et 
dont les composantes sont A L = C (E/L) (pour L G G). Nous étudions 
particulièrement le cas où E est un plan V et Q = {{0}, Si, S n , V} 
où ôi,...,ô n sont n droites de V. En utilisant la théorie des formes 
normales d'une surface de Riemann (voir [24] et [29]) on montre que 
le spectre de la C*-algèbre graduée associée est homéomorphe au tore 

Tï 

T g à g trous où g = — si n est pair et dans le cas où n est impair ce 

Tï 

spectre est un tore à g — E(-) trous pincé (Le. deux de ses points sont 
idéntifiés). 

• Dans le deuxième exemple, on considère un semi-treillis C et on prend 
toutes les composantes Ai égales à C. On identifie le spectre de C 
avec l'ensemble des sous-semi treillis finissants (non vides) de C. En 
particulier, lorsque C = Q, on montre alors que le spectre de la C*- 
algèbre graduée dont les composantes sont les Ai est en bijection avec 
l'ensemble R]}Q U{-°°}- 

Le texte de la thèse se décompose de la manière suivante : 

• Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et pro- 
priétés des C*-algèbres. On y rappelle en particulier les notions de 
multiplicateurs de C*-algèbres, de produits croisés d'une C*-algèbre 
par une action d'un groupe localement compact et de produit tensoriel 
de C*-algèbres. 

• Les C*-algèbres graduées par un semi-treillis sont introduites dans le 
deuxième chapitre. On explore les morphismes de C*-algèbres graduées 
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et on discute l'injectivité et la surjectivité de ces morphismes ; on expli- 
cite la relation entre les C*-algèbres graduées et les suites exactes scin- 
dées de C*-algèbres. Ensuite, on introduit les applications de structure 
et les morphismes de structure d'une C*-algèbre graduée et on étu- 
die les propriétés algébriques de ces familles d'applications. On conclut 
avec un cas particulier de morphisme de C*-algèbres graduées dont on 
traite l'injectivité qui nous sera utile dans l'étude d'exemples. 

• Dans le troisième chapitre on montre comment une C*-algèbre graduée 
peut être entièrement reconstruite à partir de ses composantes et des 
morphismes de structure. 

• Dans le chapitre 4 on montre que le produit croisé de C*-algèbres et 
le produit tensoriel de C*-algèbres ont un bon comportement pour les 
C*-algèbres graduées. 

• Au chapitre 5 on étudie la commutativité, nucléarité et exactitude d'une 
C*-algèbre graduée et on exprime ses groupes de K-théorie en termes 
de ceux des composantes. Enfin, on étudie le spectre des C*-algèbres 
graduées commutatives. 

• Enfin le chapitre 6 est consacré à l'étude de quelques exemples de C*- 
algèbres graduées. 
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Chapitre 1 

Préliminaires, rappels 



1.1 C*-algèbres 

On rappelle ici brièvement un certain nombre de définitions et proprié- 
tés des C*-algèbres qui seront utiles dans la suite. Nous ne donnons pas de 
démonstrations. Celles-ci peuvent être trouvées dans [25], [26] et [34]. 

Définition 1.1.1. Soit A une algèbre complexe. Une involution de A est une 
application antilinéaire a i— > a* de A dans A telle que pour tout a, b G A on 
ait (a*)* = a et (ab)* = b*a*. 

On appelle le couple (A, *) une algèbre involutive ou une *-algèbre. 

Une algèbre de Banach involutive est une algèbre involutive A munie d'une 
norme sous-multiplicative qui est complète, dont l'involution est isométrique. 

Une C*-algèbre A est une algèbre de Banach involutive telle que pour 
tout a G A on ait ||a*a|| = ||a|| 2 . 

Plus généralement, une C*-(semi)-norme sur une algèbre involutive A 
est une (semi)-norme sous-multiplicative N : A — > IR + satisfaisant l'égalité 
N(a*a) = N(a) 2 pour tout a G A. On vérifie alors que l'on a N(a*) = N(a). 
En ce sens, une C*-algèbre est une algèbre de Banach involutive dont la 
norme est une C*-norme. 

Définition 1.1.2. Soit A une algèbre complexe unifère et a G A. On note 
A^ 1 l'ensemble des éléments inversibles de A. Le spectre de a dans A est le 
sous-ensemble Sp A (a) = {\ E C; a — \ A^ 1 } de C. 

Si A est une algèbre non unifère, on peut la plonger dans une algèbre 
unifère A qui comme espace vectoriel est isomorphe à A x C et dont la 
loi du produit est définie par : (a, \)(b, [/,) = (ab + Àa + fib, A/x) (pour tout 
a, b G A, A, ji G C). C'est une algèbre unifère (d'unité (0, 1)) qui contient une 
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copie de A, A x {0}. On identifie alors A avec son image dans A. Pour a E A 
et À G C on note a + À l'élément (a, À) de A. 

Si A est une algèbre de Banach qui n'est pas unifère, l'algèbre unifère 
A admet une structure d'algèbre de Banach pour la norme définie par : 

|| (a, A)|| = ||a|| + |A| (pour a G A, A G C). 

Remarque 1.1.3. a) Si A est une algèbre non unifère, pour tout a E A, 
G Sp^(a). 

b) Si l'algèbre A possède déjà un élément unité noté e, l'application (a, À) h- > 
(a + Àe, À) est un isomorphisme entre A et l'algèbre produit A x C. Ceci 
montre que Sp^(a) = Sp A (a) U {0} pour tout a E A. 

c) Si 7r : A — > £? est un homomorphisme d'algèbres, il existe un unique 
homomorphisme unital 7r : A — > _B défini par 7r (a + À) = 7r(a) + À dont 
7r est la restriction. Il est injectif (resp. surjectif) si ir l'est. 

Proposition 1.1.4. Soit A une C*-algèbre (non nécessairement unifère). 
Munie de Vinvolution (a + À)* = a* + \, l'algèbre A est une C* -algèbre. En 
d'autres termes A admet une (nécessairement unique) norme qui en fait une 
C* -algèbre. 

□ 

Donc l'algèbre A est une sous-algèbre involutive fermée de A. 

Définition 1.1.5. Soit A une C*-algèbre et B un sous-ensemble de A, on 
pose B* = {b* | b G B}, on dit que B est autoadjoint si B* = B. 

Un élément a G A est autoadjoint si a = a* et il est normal si a* a = aa*. 

Si A possède un élément unité, on dit que a G A est unitaire si a*a = 
aa = 1. 

Définition 1.1.6. Soient A, B des algèbres involutives. Un homomorphisme 
ip : A — > _B est appelé un * -homomorphisme ou un homomorphisme involutif 
s'il est stable par l'involution, c'est-à-dire si y?(a*) = (y?(a))* pour tout a G A. 
Si : A — > 5 est un *-homomorphisme, alors est une sous-*-algèbre 

de S. Si A et B sont des C*-algèbres on dit aussi que cp est un morphisme 
de C*-algèbres. 

Exemple 1.1.7. Soit H un espace de Hilbert. On note M(H) l'ensemble 
des applications linéaires bornées de Ti dans lui-même (opérateurs sur H). 
L'algèbre ~B(H) est une C*-algèbre. 

Soit A une C*-algèbre. Un morphisme de C*-algèbres A — ► M (H) s'appelle 
une représentation de A dans Ti. 
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Théorème de Gel'fand. Soit A une algèbre de Banach. On appelle ca- 
ractère de A tout homomorphisme d'algèbres continu et non nul de A dans 
C. 

On appelle spectre d'une algèbre de Banach commutative A et on note 
Sp(A) l'ensemble de ses caractères. On munit Sp(A) de la topologie de la 
convergence simple. Autrement dit la topologie de Sp(A) est la topologie la 
moins fine pour laquelle les applications x l— ¥ x( x ) de Sp(A) dans C sont 
continues (pour tout x G A). 

Proposition 1.1.8. (Transformation de Gel'fand). Soit A une algèbre de 
Banach commutative. 

a) Pour tout a G A on a Sp A (a) = {x(o) où x G Sp(A)}. 

b) Si A est unifère, Sp(A) est compact. 

c) L'application G : A — > C{Sp{A)) donnée par G(a) : x ~^ x( a ) es t un 
homomorphisme d'algèbres de Banach qui est continu. 

□ 

Théorème 1.1.9. (Gel'fand). Soit A une C* -algèbre commutative et unifère. 
La transformation de Gel'fand G : A — > C(Sp(A)) de A est un isomorphisme 
isométrique de C* -algèbres. 

□ 

Remarque 1.1.10. a) Soit A une algèbre de Banach non unifère et x G 
Sp(A). On peut étendre x de manière unique à un caractère x de A 
en posant x(a + À) = x( a ) + ^ (pour tout a G A, À G C). Ceci nous 
permet de voir que le spectre de A est la partie du spectre de A formée 
des caractères qui ne sont pas nuls sur A. 

b) Soit A une algèbre de Banach commutative non nécessairement unifère. 
Le spectre de A est un espace localement compact dont le compactifié 
d'Alexandroff est le spectre de A. La transformation de Gel'fand de 
A est l'homomorphisme a h- > G (a) de A sur C (Sp(A)) qui est donné 
par G(a)(x) = x( a ) pour tout a G A et x £ Sp(A). Si A est une C*- 
algèbre commutative, le théorème de Gel'fand correspondant nous dit 
que l'application G est un isomorphisme isométrique de C*-algèbres. 

Calcul fonctionnel continu. Un cas particulier du théorème de Gel'fand 
est le suivant : soit x un élément normal d'une C*-algèbre unifère A. Notons 
B l'adhérence dans A de l'ensemble {P(x,x*), P G C[X, Y]}. C'est une sous- 
C*-algèbre commutative de A contenant l'unité, donc isomorphe à C(Sp(B)). 
Son spectre Sp(-B) s'idéntifie à Sp A (x) via l'homéomorphisme x l— > x( x )- La 
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transformation de Gel'fand de B est un isomorphisme isométrique G : B — > 
C(Sp A (x)) qui associe à a; la fonction z qui désigne l'inclusion de Sp A (x) dans 
C. Pour / G C(Sp A (x)) on pose f(x) — G~ 1 (f). 

Proposition 1.1.11. a) Soient x un élément normal d'une C* -algèbre 
unifère A et f G C(Sp A (x)). On a Sp A f(x) = f(Sp A (x)), l'élément 
f(x) de A est normal et pour toute fonction g G C(Sp A f(x)) on a 
(9° f)( x ) = 9(f( x ))- 
b) Soient n : A — > B un morphime unital de C* -algèbres (unifères), x G A 
un élément normal de A et f une fonction continue sur Sp A (x). Alors 
/(*(*)) = *(/(*)). 

□ 

Soient A une C*-algèbre non unifère, x un élément normal de A et / G 
C(Sp j4 (x)), alors f(x) G A A l'aide de la proposition précédente (partie b) 
appliquée au morphisme e : (a, À) i— > À de A dans C on a /(x) G A si et 
seulement si /(0) = 0. 

Eléments positifs ; la relation d'ordre d'une C*-algèbre. Un élément 
a G A est positif s'il est autoadjoint et son spectre Sp A (a) est un sous- 
ensemble de M + . 

Proposition 1.1.12. Soit A une C* -algèbre. 

a) Pour un élément autoadjoint h de A les conditions suivantes sont équi- 
valentes : 

(a) Sp A {h) C R+. 

(b) Il existe k G A tel que k = k* et k 2 = h. 

(c) Il existe a E A tel que a* a = h. 

b) Les éléments autoadjoints de A vérifiant ces conditions forment un cône 
convexe saillant de A. 

□ 

Le cône des éléments positifs de A est noté A + . On définit une relation 
d'ordre sur l'ensemble des éléments autoadjoints de A par b — a G A + que 
l'on note a < b. 



Unités approchées. On appelle unité approchée d'une algèbre de Banach 
A une famille (ui)i £ i d'éléments de A indéxée par un ensemble I muni d'un 
ordre filtrant croissant telle que, pour tout a G A on ait a = limerai et 
a = livuma. 
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Si A est une C*-algèbre, on dit qu'une unité approchée (iii)i e i de A est 
croissante si pour i < i' on a ut < u^. 

Proposition 1.1.13. Toute C*-algèbre admet une unité approchée crois- 
sante. 

□ 

Morphismes de C*-algèbres. Un morphisme de C*-algèbres est continu, 
de norme inférieure ou égale à 1. Autrement dit, on a la proposition suivante : 

Proposition 1.1.14. Tout morphisme de C* -algèbres est contractant. 

□ 

Proposition 1.1.15. Soit <p : A — > B un morphisme de C* -algèbres, alors 
pour tout y G <p(A) il existe x G A tel que <p(x) = y et \ \x\ \ = \ \y\\. 



Démonstration. On peut supposer que A et B sont unifères. Soit y G f(A), 

\\y\\ 



\\v\\ 

il existe z G A tel que <p(z) = y. Posons f(s) = inf(l, —=r) pour s > 



(/(0) = 1) et x = zf(z*z). Pour s G Sp(y*y) on a s < \\y*y\\ = \\y\\ 2 donc 
f(s) = 1 de sorte que f(y*y) = 1. Puisque (p est un morphisme de C*-algèbres 
on a (p(x) = yf(y*y) = y. Par la proposition précédente ip est contractant 
donc = ||<^(x)|| < Par ailleurs x*x = g(z*z) où g(s) = sf(s) 2 = 
inf(s, ||y|| 2 ), donc ||x|| 2 = < \\y\\ 2 d'où l'égalité \\x\\ = ||y||. □ 

On en déduit un résultat classique de C*-algèbres qui sera très utile dans 
la suite. 

Proposition 1.1.16. Tout morphisme injectif de C* -algèbres est isomé- 
trique. Tout morphisme de C* -algèbres est d'image fermée. 

□ 

Idéaux et quotients d'une C*-algèbre. Un idéal à gauche (resp. à 
droite) /, d'une algèbre A est un sous-espace vectoriel de A tel que a G A et 
b E I ^ ab E I (resp. ba G /). Un idéal bilatère (on l'appellera simplement 
idéal) est un idéal à gauche et à droite. 

Soit / un idéal d'une algèbre A, alors A/I est une algèbre munie de la 

multiplication (a + I)(b + I) = ah + /. Soit / un idéal fermé d'une algèbre 

normée A, alors A/I est une algèbre munie de la norme quotient : ||a + /|| = 

inf||a + 6||. 
6e/ 

Soient A, B des algèbres involutives. Remarquons que le noyau d'un ho- 
momorphisme involutif ip : A — > B est un idéal autoadjoint de A. 
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Proposition 1.1.17. Soit I un idéal fermé d'une C* -algèbre A, alors I est 
autoadjoint et le quotient A/I est une C* -algèbre pour la norme quotient. 

□ 

Proposition 1.1.18. Soit I un idéal fermé d'une C*-algèbre A et B une 
s ous-C* -algèbre de A. Alors I + B est une C* -algèbre. 

□ 

Un idéal / d'une C*-algèbre A est essentiel si pour tout autre idéal non- 
nul J de A on a / H J ^ {0}. 

Doubles centralisateurs ; multiplicateurs. Soit A une C*-algèbre. 
On appelle double centralisateur de A un couple (L, R) d'applications L, R : 
A — > A qui vérifie 

R(a)b = aL{b) 

pour tout a,b G A. On note VC(A) l'ensemble des doubles centralisateurs de 
A. 

Proposition 1.1.19. Si (L, R) est un double centralisateur de A alors L(ab) = 
L(a)b et R(ab) = aR(b) pour tout a,b G A. Les applications L et R sont li- 
néaires bornés avec \ \L\\ = \ \R\\. 

□ 

L'ensemble VC(A) est une algèbre de Banach munie de la norme 1 1 (L, R) \ \ = 
\\L\ \ = \ \R\\ et les opérations suivantes : 

(Lx, + (L 2 , R 2 ) = (L, + L 2 , R, + R 2 ), 

z(L,R) = (zL,zR) (pour z G C), 

(L±, Ri)(L 2 , R 2 ) = (L 1 L 2 , R 2 R t ). 

Si L : A — > A est une application linéaire, on définit L* : A — > A par 
L*(a) = (L(a*))*. Alors L* est linéaire et l'application L — > L* est une 
application antilinéaire isométrique de M (A) dans lui-même telle que L** = L 
et (LiL 2 )* = L\L* 2 . Si G VC(A) alors (L,i2)* = L*) G PC(A). 

L'application (L,R) h- > (L,R)* est une involution sur VC(A). 
On a la proposition suivante : 

Proposition 1.1.20. A est «ne C* -algèbre, alors VC(A) est une C* - 
algèbre. 

□ 
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Exemple 1.1.21. Soit A un idéal fermé d'une C*-algèbre B et soit b G B, 
alors L b : a h- > 6a et i4 : a i— > ao sont des applications de A dans A et le couple 
(L b ,R b ) G VC(A). On remarque que pour tout 6 G -B, ||(L 6 ,i? 6 )|| < ||6||. 

Si A est une C*-algèbre, l'application A — > VC(A) donnée par a i— > 
(L tt , i? a ) est un morphisme de C*-algèbres isométrique appelé le plongement 
canonique de A dans VC(A). Donc, on idéntifie A avec son image dans VC(A) 
qui est un idéal fermé. 

Proposition 1.1.22. Soit A un idéal fermé d'une C* -algèbre B. L'appli- 
cation /i : b i— > (Lft, est ttn homomorphisme \i : 5 — > VC(A) dont la 
restriction à A est le plongement canonique de A dans VC(A). De plus, fi 
est injectif si et seulement si A est essentiel dans B. 

□ 

Soit A et B des C*-algèbres. Un morphisme ir : A — > VC(B) est non- 
dégénéré si 7r(A)£? = {7r(a)6 où a G A, 6 G -B} est dense dans £?. 

Proposition 1.1.23. Soit A un idéal fermé d'une C* -algèbre D et ir : A ^ 
VC(B) un morphisme non-dégénéré. Il existe une unique extension tt : D — > 
VC(B) de il. En particulier, tout morphisme de C* -algèbres n : A — > VC(B) 
non-dégénéré s'étend de manière unique en tt : VC(A) — > VC(B). 

□ 

Remarque 1.1.24. Soit A une C*-algèbre (non nécessairement unifère) et x 
un caractère de A, alors x est un morphisme non-dégénéré \ : A ^> VC(C) = 
C et s'étend donc de manière unique en un homomorphisme x '■ T>C(A) — > C. 
On a x(T)x(a) = x(Ta) pour tout T G DC(A) et a G A. 

Remarque 1.1.25. Soit n : A — > VC(B) un morphisme non-dégénéré de 
C*-algèbres. Alors il existe une application continue tt* : Sp(-B) — > Sp(A) 
satisfaisant 7r*(x)(a) = x(n( a )b) pour tout a G A et 6 G B tel que x(&) = 1- 

Soient A une algèbre involutive et Tt un espace hilbertien. On dit qu'une 
représentation L : A — > ~B(H) de A est non-dégénerée si l'ensemble {L(a)h : 
a <E A,h e H} engendre un sous-espace dense de H. On dit que L est fidèle 
si ker L = {0}. 

Proposition 1.1.26. Soit A un idéal fermé d'une C* -algèbre B et tca une 
représentation non-dégénerée de A. Alors tta se prolonge de façon unique en 
une représentation (non-dégénerée) n B de B. 

□ 
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Supposons que A est une sous-C*-algèbre de M (H) et que AH = H. 
Définition 1.1.27. On appelle algèbre de multiplicateurs de A l'ensemble 
M (A) := {x G B(7<) I xA C A et Ax C A}. 

L'algèbre M (A) est une C*-algèbre contenant A comme idéal essentiel. 

Exemple 1.1.28. Soit H un espace de Hilbert. On note K(H) C M(H) l'en- 
semble des opérateurs compacts définis sur H. En fait, K(H) est un idéal 
fermé de B(7Y), représenté de façon non-degenerée et l'on a M(K(H)) = 
B(H). 

Suite à la proposition 1.1.22 on a : 

Proposition 1.1.29. Si A est représenté de façon fidèle et non- dégénérée, 
alors l'application x h- > (L X ,R X ) de M (A) — > VC(A) est un isomorphisme de 
C* -algèbres. 

□ 

Remarque 1.1.30. L'application réciproque est donnée par la proposition 
1.1.26 appliqué à B = VC(A). 

On idéntifiera dans la suite M (A) avec VC(A). 

1.2 Produits tensoriels 

On va donner rapidement quelques résultats classiques sur les produits 
tensoriels de C*-algèbres qui seront utiles dans la suite (cf. [25], [31], [33] et 
[34]). 

Soient A et B des espaces vectoriels. On note A B le produit tensoriel 
algébrique de A et B et a <S> b le tenseur élémentaire qui est un élément de 
A B avec a e A et b e B. 

Si A et B sont deux algèbres, la formule (ai b 1: a 2 b 2 ) i— > (aia 2 ) 
(&i& 2 ) pour les tenseurs élémentaires permet de munir i0B d'une structure 
d'algèbre. Si A et B sont des algèbres involutives, la formule (a0&)* = a* 06* 
permet de définir une involution sur AQ B. 

Soient A, B et C des algèbres involutives. Soient <p : A — > C, ■?/> : 5 — > 
C des homomorphismes involutifs tels que <f(a)ip(b) = ip(b)ip(a) pour tout 
a E A, b E B, alors l'application linéaire <y9X^:A0_B^C satisfaisant 
((/? x ■0)(a 6) = (p(a)ip(b) est un homomorphisme involutif. 
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Soient A, B, C, D des algèbres involutives et <p : A ^ C, ip : B ^ D des 
homomorphismes involutifs. Alors l'application linéaire LpQi[) : AQB — > C&D 
vérifiant (ip ip)(a b) = ip(a) ip{b) est un homomorphisme involutif. 

Soient A et B des C*-algèbres et || • || Q une C*-norme sur l'agèbre involu- 
tive AQ B. Le complété de A B par rapport à la norme 1 1 • ] | Q est le produit 
tensoriel de A par B, noté A a _B. C'est une C*-algèbre. 

Soient Ti et /C des espaces hilbertiens, le produit tensoriel hilbertien 7^0 /C 
est l'espace hilbertien obtenu en complétant Ti /C pour le produit scalaire 
défini par < h\ fci, /i 2 & 2 >=< foi, fo 2 >< ki, k 2 >■ 

Soient et Ti 2 des espaces de Hilbert. Pour T x G B(Hi), T 2 G B(H 2 ) 
l'application linéaire Ti T 2 de Hi 7i 2 dans lui-même définie par (T 1 
T 2 )(/i! h 2 ) = T x h x T 2 /i 2 s'étend en un opérateur (7\ T 2 ) G B(Wx 7i 2 ) 
et l'on a | |T\ 0T 2 || < ||Ti|| ||T 2 ||. On décrit ainsi l'injection naturelle de 
B(Hi) QM(H 2 ) comme une sous-algèbre involutive de M(H\ ®H 2 ). De plus 
on a ||T\ 0T 2 || = ||7\|| ||T 2 ||. 

Si 7Ti : Ai — > M(Hi) et ir 2 : A 2 — > B(7i 2 ) sont des représentations de C*- 
algèbres, il existe un unique homomorphisme involutif tï\ 7r 2 : A x A 2 — > 
B(7ii ^2) vérifiant (7Ti 7r 2 )(ai a 2 ) = 7r 1 (a 1 ) 7r 2 (a 2 ) pour tout ai G Ai 
et a 2 G A 2 . Si 7Ti et ir 2 sont fidèles, 7ri ir 2 est injectif. 

Produit tensoriel maximal ; produit tensoriel minimal. En général, 
on n'a pas unicité de C*-norme sur le produit tensoriel algébrique de C*- 
algèbres. Ici on va discuter les deux cas extrêmes de C*-normes. 

Proposition 1.2.1. Soient Ai et A 2 des C* -algèbres. Toute C* -semi-norme 
\\-\\ v sur Ai Ç)A 2 vérifie \\ai 0a 2 || 1/ < ||ai|| ||a 2 || pour tout ai G Ai, a 2 G A 2 . 

□ 

Pour t G Ai A 2 on définit 

||£||max = supjlItH^ où II • \ \ v est une C*-semi-norme sur Ai A 2 }. 

Suite à la proposition précédente || • || max est finie et on peut voir que c'est 
une C*-norme sur Ai A 2 qui majore toutes les C*-semi-normes de Ai A 2 
et qui vérifie : ||ai a 2 || max = ||ai|| ||a 2 ||, pour tout a x G A 1 , a 2 G A 2 . 

Cette C*-norme est appelée la C*-norme maximale de A x A 2 . Le com- 
plété de AiQA 2 pour la norme maximale, notée Ai0 max A 2 est une C*-algèbre 
que l'on appelle le produit tensoriel maximal de Ai et A 2 . 
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Proposition 1,2,2, Si ip\ : Ai — > B, ip 2 '■ A 2 — > -B sont des morphismes 
de C* -algèbres tels que ipi(ai)ijj 2 (a 2 ) = ^2(02)^1(01) pour tottt ai G Ai et 
a 2 G A 2; a/ors ^1 x ip 2 s'étend en un morphisme ipi x ip 2 '■ Ai max A 2 — > -B. 

Soient ip± : Ai — > _Bi et y?2 : A 2 — > -B2 des morphismes de C* -algèbres, 
alors y?iOy?2 s'étend en un morphisme y?i® m axy?2 : Ai(g> max A 2 — > Bi® mSuX B 2 . 
Si ifii et y?2 sont surjectifs alors ipi max y?2 est surjectif. 

Si Ai et A 2 sont des idéaux fermés de Bi et B 2 respectivement alors 
fi ®max y?2 est tm morphisme injectif. 

□ 

Proposition 1,2,3, Soient Ai et A 2 des C* -algèbres et 7Ti : Ai — > M(7ii), 
^2 '■ A 2 — > B(7Y 2 ), Pi : Ai — > B(/Ci), p 2 : A 2 — > B(/C 2 ) fies représentations 
fidèles. Alors, 7r 2 )(t)|| = ||(pi p 2 ) (^) 1 1 pour towt t G Ai A 2 . 

□ 

On définit ainsi une C*-norme sur Ax0A 2 parti-^ ||(7ri07r 2 )(t)|| = ||t|| m in, 
où 7Ti et 7r 2 sont des représentations fidèles de Ai et A 2 qu'on appelle norme 
minimale ou spatiale et elle vérifie ||ai 02|| m m = ||oi|| 1 1 c*2 j | , pout tout 
ai G Ai, a 2 G A 2 . 

Le complété de A x A 2 pour cette norme est une C*-algèbre qu'on la note 
Ai 0min A 2 et on l'appelle le produit tensoriel minimal ou spatial de Ai et 
A 2 . 

Proposition 1,2,4, Soient iii etn 2 des représentations (non nécessairement 
fidèles) de Ai et A 2 , alors on a ||(7ri07r 2 )(t)|| < ||t|| min pour tout t G Ai&A 2 . 
Autrement dit, il existe une unique représentation ni 7r 2 : Ai m i n A 2 — > 
B(7ii ^2) vérifiant {ni 7r 2 )(ai 02) = 7Ti(oi) 7r 2 (a 2 ) pow* to«t ai G Ai 
et a 2 G A 2 . 

Si 7Ti et 7r 2 sont fidèles, 7Ti07T2 est «ne représentation fidèle de Ai® min A 2 . 

□ 

Proposition 1,2,5, Soient ipi : A 1 — > £>! et </? 2 : A 2 — > -B2 fiera morphismes 
de C* -algèbres, alors il existe un unique morphisme (^î 0min ^2 : A!(g> min A 2 — > 
Bi® min B 2 tel que (v?i® m inV ? 2)(oi®a2) = </ ? i(oi) 0min ^2(02) pour tout ai G Ai 
et 02 G A 2 . De plus, si ipi et ip 2 sont injectif s, alors <pi m in y?2 est injectif, 
si ifii et ip 2 sont surjectifs, alors <pi <S> m i n (p 2 est surjectif. 

□ 

Proposition 1,2,6. (cf. [31]) La norme spatiale est minimum. Autrement 
dit, si A et B sont des C* -algèbres, toute C* -norme \ \ ■ \ \ a sur AQB domine 
la norme spatiale, i.e. ||t|| m in < \\t\\a P our tout t G AQ B. 

□ 
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Proposition 1,2,7. Soient Ai et A 2 des C* -algèbres. Soit \\ ■ \\ a une C* - 

norme sur Ai Q A 2 . Il existe des morphismes injectifs %a 1 '■ M(A 1 ) — > 
M(A 1 a A 2 ) et i A2 : M(A 2 ) -> M(A 1 a A 2 ) tels que i Al (ai)i A2 (a 2 ) = 
i>A 2 (02)^1(01) = ai <£> a-2 pour tout ai G Ai, a 2 G A 2 . 

□ 

Remarque 1,2,8, Soient A et B des C*-algèbres. Par les propositions 1.2.7 
et 1.2.2 on obtient un morphisme M(A) max M(B) ->■ M (A max B). 

Soient 7Ti : A — > B(7ii) et 7r 2 : -B — > B(7i 2 ) des représentations fidèles. 
Par la proposition 1.2.4 la représentation 7Ti0 7t 2 de A® m - m B est aussi fidèle. 
Notons tti l'extension de tti à M (A) et tt 2 celle de 7r 2 à M(B). Alors 7F1 et 
7F2 sont fidèles et on obtient une représentation fidèle tti tt 2 de M(A) min 
M(B). En idéntifiant A m i n -B avec son image par ni 7r 2 on remarque 
que l'image de tti 7F2 est contenue dans M(A min B). Autrement dit on a 
M (A) min M(B) c M {A min B). 

Corollaire 1.2.9. Soient ipi : Ai — > M(£?i) et y? 2 : A 2 — > M(B 2 ) deux mor- 
phismes de C* -algèbres. En composant </?i0min</?2 avec l'inclusion M(£?i)0 min 
M(B 2 ) — > M min £? 2 ) on a «n morphisme Ai min A 2 — > M(£?i min £? 2 ) 
gwe /'on note aussi ipi mm </?2- Remarquons que le morphisme <fi m i n y?2 est 
injectif ou non-dégénéré si <fi et f 2 vérifient la même propriété. 

□ 

Remarque 1.2.10. Soient Bi,B 2 des C*-algèbres et Ai (resp. A 2 ) un idéal 
fermé de Bi (resp. _B 2 ), alors Ai A 2 est un idéal de B x B 2 . 

Posons a = min ou max. Notons %\ : Ai — > £?i et i 2 : A 2 — > £? 2 les 
inclusions naturelles, puisque ii a i 2 : Ai Q A 2 — > i?i a _B 2 est continue 
alors (ii q î 2 )(Ai Q A 2 ) est un idéal fermé de Bi® a B 2 . De plus, ii® a i 2 est 
injectif d'après les propositions 1.2.2 et 1.2.5, donc on peut idéntifier Ai® a A 2 
à un idéal fermé de Bi a B 2 . 

Remarque 1.2.11. Soient A et B des C*-algèbres et || • || Q , || • \ \p des C*- 
normes sur AQ B telles que || • || Q < || • \ alors A Q B est un quotient de 

A <S>/3 B. 

On en déduit que pour tout C*-norme || • || Q sur A B, A m i n B est un 
quotient de A Q B qui lui-même est un quotient de A max B. 

Proposition 1.2.12. Soit D une C* -algèbre etO^A-^B-^C^O une 
suite exacte de C* -algèbres, alors 

— > A max L> > B max L> > C max D — >• 
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est une suite exacte de C* -algèbres. De plus, elle est scindée si la suite 
i p 

^ A — > B C — > est exacte scindée. 
<j 

□ 

i p 

Proposition 1,2,13. Soit D une C* -algèbre et — > A — > B ^ C «ne 

sm£e exacte scindée de C* -algèbres, alors on a une suite exacte scindée de 
produits tensoriels minimaux 

A ® min D B ® min D (7 ® min D 0. 

(J(g) min 7û! 

□ 

C*-algèbres nucléaires. Une C*-algèbre A est nucléaire si pour toute 
C*-algèbre S, il existe une unique C*-norme sur A © B, autrement dit si le 
morphisme naturel A® max B — > A® min B est injectif (dans ce cas A® meLX B ~ 
A® minJ B). 

Rappelons quelques propriétés des C*-algèbres nucléaires. 

• Un idéal fermé / d'une C*-algèbre nucléaire A est nucléaire et le quo- 
tient A/I est aussi nucléaire. 

• L'extension d'une C*-algèbre nucléaire par une C*-algèbre nucléaire 
est nucléaire. Plus précisément : si la suite O^A^B^C^Oest 
exacte et A et C sont nucléaires, alors B est nucléaire. 

• Toute C*-algèbre commutative est nucléaire. 

• Une limite inductive de C*-algèbres nucléaires est nucléaire. 

On pourrait consulter [32], [33] ou [34] pour les démonstrations de ces résul- 
tats. 

C*-algèbres exactes. Une C*-algèbre D est exacte si pour toute suite 
exacte de C*-algèbres 0-^A-^B^C^O, la suite 

-> A ® min D B ® min D C ® min D -> 

est exacte. 

Rappelons quelques propriétés des C*-algèbres exactes. 

• Une sous-algèbre d'une C*-algèbre exacte est exacte. 

• Une C*-algèbre nucléaire est exacte. 

• Un quotient d'une C*-algèbre exacte est exact (Kirchberg). 

• Une limite inductive de C*-algèbres exactes est exacte. 
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On peut trouver ces propriétés dans [33]. Signalons l'important résultat 
qu'ont récemment démontré Kirchberg et Philips dans [23]. Une C*-algèbre 
séparable est exacte si et seulement si elle peut être plongée dans une C*- 
algèbre nucléaire. 

1.3 Produits croisés 

C*-systèmes dynamiques. On appelé C* -système dynamique un triplet 
(A, G, a) où A est une C*-algèbre, G un groupe localement compact et a 
une application g i— > a g qui est un homomorphisme continu de G dans le 
groupe Aut(A) des automorphismes involutifs de A muni de la topologie de 
la convergence simple (Le. pour tout a & A l'application g \— > a g (a) est 
continue). 

Soit (A, G, a) un C*-système dynamique. Notons À une mesure de Haar 
à gauche sur G. Notons A : G — > M* + la fonction modulaire de G définie par : 

A(r) I h(sr)d\(s)= [ h(s)d\(s) pour tout h G C C (G), r G G. 
Jg Jg 

Rappelons que pour tout / G C C (G), 

[ /( S - 1 )A( S - 1 )rfA( S ) = / f(s)d\(s). 
Jg Jg 

L'algèbre involutive. L'espace C C (G, A) des fonctions continues : G — > 
A à support compact est muni d'une structure d'algèbre involutive donnée 
par : 

a) un produit appelé convolution 

(f*9)(s)= [ /(rKGKr- 1 *))^), f,geC c (G,A), s G G, 
Jg 

h) une involution 

f*(s)=A( S - 1 )a s (f(s- 1 )*), feC c (G,A) 
On définit une norme sur C C (G,A) par : 

ii/ii^ / \\m\\d\(s). 

Jg 

Elle vérifie = \ \f*\\ 1 et ||/ < 1 1 y i | x 1 1 ^ ] 1 x grâce aux propriétés de la 
mesure de Haar. On l'appellera norme L 1 . Le complété de C C (G,A) pour la 
norme L 1 est une algèbre de Banach involutive notée A). 
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Représentations covariantes. Soit (A, G, a) un G*-système dynamique. 
On appelle représentation covariante de (A, G, a) une paire (tta, U) où tta '■ 
A — > M(H) est une représentation de A et U : G — > U(7i) est un homomor- 
phisme *-fortement continu de G dans le groupe des unitaires de M(7i) (on 
l'appelera aussi une représentation unitaire de G) notée [/ (g) = U g et telle 
que, 7TA(« s (a)) = U s 7ia(o)U* pour tout a G A, s G G. 

On dira que (tta, U) est non-dégénérée si tïa est non-dégénérée. 

Exemple 1.3.1. Représentations régulières à gauche 

Soit pa '■ A — > B(7Y) une représentation de A sur 7i. Le couple (pa, U) de 
représentations sur l'espace de Hilbert L 2 (G,H) définies par : 
p2 : A -> 1(L 2 (G',H)) telle que p2(a)h(r) = p A (a; 1 (a))(/i(r)), a G A,r G 
G,h E L 2 (G,H) et C/ : G -> U(L 2 (G,H)) telle que C/ s /i(r) = /i(s _1 r) pour 
r,s E G,h e L 2 (G,H) est une représentation covariante de (A, G, a) qu'on 
appelle représentation régulière à gauche associée à pa- De plus elle est non- 
dégénerée si pa l'est. 

Proposition 1.3.2. Soit (ita,U) une représentation covariante de (A, G, a) 
sur 7i. Alors 

(n A x [/)(/) = / n A (f(s))U s d\(s) , f G C C (G, A) 
Jg 

définit une représentation involutive de C C {G, A) sur H qui est bornée pour 
la norme L 1 . Par conséquent elle définit une représentation involutive de 
l'algèbre de Banach involutive L 1 (G, A). 

La représentation (tia x U) est non-dégénerée si tïa est non- dégénérée. 

De plus, l'application (ita,U) h- > tta x U est une bijection entre les re- 
présentations covariantes non- dégénérées de (A, G, a) et les représentations 
non- dégénérées de L 1 (G, A). 

□ 

Produit croisé. Soit (A, G, a) un G*-système dynamique. On définit une 
norme sur G C (G, A) par 

||/|| u = sup{||(7T4X U)(f) || où (tt a , U) représentation covariante de (A, G, a)}. 

On l'appelle norme universelle et elle majorée par la norme L 1 . Le complété 
de C C (G,A) ou de L 1 (G,A) pour la norme universelle, noté Ax Q G est le 
produit croisé maximal de A par G et c'est une G*-algèbre. 
Remarquons que l'on a (par la proposition 1.3.2) 

||/|| u = sup{||L(/)|| où L représentation de L\G,A)}. 
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En d'autres termes, Ay\ a G est la C*-algèbre enveloppante de L l (G, A). 

Le complété de C C (G,A) ou de L}(G, A) pour la norme 

||/|| r = sup{||(p^ x U)(f)\\ où p A représentation de A} 

est le produit croisé réduit de A par G qu'on le note Ax rQ G et qui est une 
C*-algèbre. 

Proposition 1.3.3. Soit (A, G, a) un C* -système dynamique et tta une re- 
présentation fidèle de A alors ttaxU est une représentation fidèle de A>\ ra G. 

□ 

Donnons trois autres façons d'énoncer cette proposition. On suppose 
qu'on a un C*-systeme dynamique (A, G, a) et une représentation fidèle tta 
de A, alors 

• Il/ll r = ll^xl7(/)|| pourtout/eC c (G,A). 

• Ay\ r ^ a G = Axi a G/ker(n A x U). 

• Ay\ ra G ~ [tT a x U)(A* a G). 

Exemple 1.3.4. (cf. [30]) Soit G un groupe localement compact et C (G) 
la C*-algèbre des fonctions continues définies sur G qui tendent vers zéro à 
l'infini. Alors le produit croisé C (G) x G pour l'action continue de G donnée 
par les translations à gauche est isomorphe à la C*-algèbre K(L 2 (G)) des 
opérateurs compacts définis sur L 2 (G). 

Morphismes équivariants. Soient A, B des C*-algèbres munies des ac- 
tions a, j3 d'un groupe G et soit ip : A — > B un morphisme de C*-algèbres. 
On dit que <p est équivariant si <£>[a 9 (a)] = (3 g [ip(a)] pour tout g G G et tout 
a e A. 

Pour g E G notons (3 g l'extension de f3 g à l'algèbre des multiplicateurs 
M(B) qui est donnée par : f3 g (b)f3 g (b') = (3 g (W) pour tout b G M(B), b' E B 
et g E G. On dit qu'un morphisme it : A — > M(B) est équivariant si 
7r(a 5 (a)) = fl g (ir(a)) pour tout g E G,a E A, autrement dit si ir(a g (a))(3 g (b) = 
f3 g (ir(a)b) pour tout g G G, a G A et 6 G -B. 

Proposition 1.3.5. Soient (A, G, a) et (B,G,f3) deux C* -systèmes dyna- 
miques et <p : A — > £> ttn morphisme équivariant. Alors il existe un unique 
morphisme <p* : Ax a G — > BxpG donné par <£*(/) (s) — < / 7 (/( s )) po^?" £owi 
/ G C C (G, A). Plus précisément, on a un diagramme commutatif 
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C C (G,A)^C C (G,B) 

où les flèches verticales sont les applications canoniques dans le complète et 
où Von a noté ip* : C C (G, A) — > C C (G, B) l'application / np/. 

Démonstration. Puisque ip est équivariant on vérifie immédiatement que l'ap- 
plication : C C (G, A) — > C C (G, B) est un homomorphisme involutif. 

De plus, puisque p> est un morphisme de C*-algèbres, on a ||^*(/)|li = 

\\(p(f(s))\\d\(s) < / ||/(s)||dÀ(s) = \\f\\ v Donc p* admet un unique 

JG 

prolongement à L}{G, A). 

Soit L une représentation de L l (G, B), alors Lcxp^ est une représentation 
de L\G,A) et ||Lo p>*(f)\\ < \\f\\ u pour tout / G L 1 (G, A). On en déduit 
que 1 1<£*(/) || u < ||/|| u pour tout / G l}(G,A). Donc il existe une unique 
extension de à un morphisme : Ax Q G — > By\pG. □ 

On a également, 

Proposition 1.3.6. Soient (A, G, a) et (B,G,f3) deux C* -systèmes dyna- 
miques et <p : A — > £> ttn morphisme équivariant. Alors il existe un unique 
morphisme ip* >r : Ax ra G — > By\ r pG donné par p>* >r (f)(s) = (p(f(s)) pour 
tout f eC c (G,A). 

Démonstration. Soit ttb une représentation fidèle de B et soit 7Tb x U la re- 
présentation de BxpG correspondante à la représentation (ttb, U). En posant 
n B o ip = 7ryi on a par un simple calcul que (ttb x U) o ip* = ijT A x U) donc 
Hv^C/Ollr — ll/llr P our tout / G C C (G, A) et y?* admet un unique prolonge- 
ment à Ax r>a G. □ 

Corollaire 1.3.7. Soient (A, G, a) et (B,G, f3) deux C* -systèmes dynamiques 
et p : A — > 5 ttn morphisme équivariant. Soient Xa {resp.Xs) la surjection 
canonique Ax> a G — > Ax ra G (resp.Bx pG — > Bx r pG), alors le diagramme 
suivant est commutatif : 

Ax a G^^BxpG 



Aa 



As 



□ 
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Il est clair que la construction est naturelle au sens suivant 

Proposition 1,3.8. (Naturalité des produits croisés) 

Soient (A, G, a), (B,G,/3), (C, G, 7) des C* -systèmes dynamiques et soient 
if : A — > B , ip : B — > C des morphismes equivariants. On a (/cU)* = Waxi q g, 
(^a)„ = Id A * ra G et (ipoip)^ = ^oip^, (ipoip)^ = ^ >r oip^ r . 

□ 

On dit qu'une sous-C*-algèbre .B de A est G-invariante si elle est stable 
par les automorphismes a g ,g G G. 

Proposition 1.3.9. Soit (B,G,/3) un C* -système dynamique et soit A un 
idéal fermé G-invariant de B. Notons i : A<-^> B l'inclusion et encore f3 g la 
restriction de f3 g à A. Alors le morphisme i* : Ax^G — > By\pG est injectif. 

Démonstration. Soit || • \ \ uB la norme universelle sur C C (G,B) et || • \ \ uA la 
norme universelle sur C C (G, A). 

Pour tout / G AyipG on a ||î*(/)|| < ||/|| parce que i* est un morphisme 
de C*-algèbres. 

D'autre part soit ir x U une représentation fidèle non-dégénerée de AyipG. 
La représentation n : A — > B(7Y) admet une unique extension 7r B : B — > B(7Y) 
et par unicité de l'extension {ji B ,U) est une représentation covariante de 
(fl,G,/?).Doncona||/|| ttA = ||7rxC/(/)|| = ||7r B xC/(/)|| < ||/|| uB pour tout 
/ G C C (G,A). On en déduit que \\f\\ uA = ||/|| U>B pour tout / G C C (G,A) 
donc est injectif. □ 

Proposition 1.3.10. Soit p : A ^ B un morphisme équivariant surjectif 
alors : Ay\ a G — > By\pG et p %r : Ax^G — > By\ r) pG sont des morphismes 
surjectifs. 

n 

Démonstration. On note B l'espace de fonctions de la forme y?A , (pi G 

i=l 

C c (G),bi G -B. L'espace B est dense dans C C (G,B) pour la topologie de la 
convergence uniforme à support contenu dans un compact fixé, donc B est 
dense dans C C (G,B) pour la norme L 1 et par suite il est dense dans By\pG. 

On a de plus que p,(Ax a G) est une sous-algèbre fermée de By\pG car 
est un morphisme de G*-algèbres. Puisque l'image Imp* contient B qui lui 
même est dense dans B>ipG, est surjectif. 

A l'aide de 1.3.7 on a que p* jr est aussi surjectif. □ 

Proposition 1.3.11. Si i : A — > _B est un morphisme équivariant injectif de 
C* -algèbres alors, i*. r : Ax riQ G — > By\ r ^G est injectif. 
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Démonstration. Le résultat est immédiat suite à la proposition 1.3.3 □ 

Soit (B, G, (3) un G*-systeme dynamique et A un idéal (fermé) G-invariant 
de B. Notons % : A — > B l'inclusion. Alors G C (G, A) est un idéal de G C (G, B). 
Puisque : AxpG — > BxpG et i* >r : Ax ri(3 G — > Bx r ^G sont continus alors 
^(Ax^G) (resp. i* jr (Ax Tj pG)) est un idéal fermé de BxpG (resp. Bx r ^G). 
Puisque i*, r sont injectifs on idéntifiera Ax^G (resp. Ax^G) à un idéal 
fermé de BxpG (resp.-Bx ri(3 G). 

Proposition 1,3.12, Soient (A, G, a) et (B,G,(3) deux C* -systèmes dyna- 
miques. Soit n : A — > M(B) un morphisme équivariant. Alors il existe des 
morphismes uniques tx : Ax a G — > M(5x /3 G) et 7Îv : Ax ra G — > M{Bx r ^G) 
donnés par 

(n(f)h)(s) = (n r (f)h)(s) = [ KifWiUHr-^dXir), 

Jg 

pour tout f G C C (G, A), h G C C (G,B) et s G G. De p/tts, 7r est injective 
alors n r l'est aussi. 

Démonstration. Soit L une représentation fidèle non-dégénérée de BxpG. 
Par la proposition 1.3.2, la représentation L est de la forme L = (p B x 
f/ où (<p B ,U) est une représentation covariante non-dégénérée de (B,G,/3). 
Notons L = (p B x U : M(B Xp G) — > B(7i) son extension à l'algèbre des 
multiplicateurs qui est aussi fidèle. 

On définit ipA = Wb ° vt où TpË est l'unique extension de la représentation 
ifs '■ B — > B(7i) à l'algèbre des multiplicateurs M(B). Alors, <pa est une re- 
présentation de A et avec un simple calcul, en utilisant que n est équivariante, 
on montre que la représentation (<pa, U) est covariante. Donc par la propo- 
sition 1.3.2, on peut définir une représentation ip A x U de Ax a G. L'image 
de Ax a G est dans les multiplicateurs et l'on obtient un homomorphisme 
7r : Ax a G — > M(BxpG) tel que ipA x U = ip B x U o n. 

Pour le produit croisé réduit, soit <p B une représentation fidèle et non- 
degenerée de B et Tp~^ son extension à l'algèbre des multiplicateurs qui est 
aussi fidèle. Par la proposition 1.3.3, L — ifs x U est une représentation 
fidèle non-degénérée de Bx r ^G, avec (îpB,U) la représentation régulière à 
gauche de (B,G,f3) associée à cp B . Il est clair que (p2 = {^Pb ° 7r, U) est la 
représentation régulière à gauche de (A, G, a) associée à <pa — Wb 011 -, Qui es t 
covariante. Donc, <paxU est une représentation de Ax ra G et on obtient un 
homomorphisme Ây : Ax TyCt G — > M(_Bx ri/3 G) tel que ^x(/ = îp^ x U o n r . 
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Si 7r est injective ifA — ° tt est fidèle. Donc la représentation (pA x U 
est fidèle et on en déduit que n r est injective. 

□ 

Proposition 1,3.13. Soient (A, G, a), (B,G,0), (C, G, 7) des C* -systèmes 
dynamiques. On suppose qu'on a une suite exacte de C* -algèbres, 

^ B ^ 

où i,p sont des morphismes équivariants. Alors les produits croisés maximaux 
forment aussi une suite exacte : 

-> Ay\ a G ±> BxpG ^ Gx 7 G -> 0. 

Démonstration. Par la proposition 1.3.9, puisque Ax a G est un idéal de 
By\pG on a que est injectif. Par la proposition 1.3.10, p* est surjectif. 

Montrons que kerp* =Irm* = Ay\ a G. Nous devons démontrer que le 
morphisme j : .Bx^G/AXqG — > Gx 7 G déduit de est injectif. Soit L 
une représentation fidèle non-dégénerée de .Bx^G/AXqG alors L est de la 
forme suivante : L = n B x U représentation non-dégénerée de ByipG (où 
(itb,U) est une représentation covariante de (B,G,f3) et n B représentation 
non-dégénerée de B) telle que (ir B x U)(Ax a G) = 0. 

On an B (A)(n B xU)(ByipG) C (7r B xC/)(Ax Q G). Puisque (7TBxf/)(Ax a G) 
= alors n B (A)(ir B x U)(BxpG) = 0, or la représentation ir B x [/ de ByipG 
est non-dégénerée donc 7i\b| a = 0. Il existe donc une unique représentation 
ne de G telle que 7r B = tt c op. Or, (7Tc, C/) est une représentation covariante 
de (G, G, 7) car : d'une part on a n B (/3 g (b)) = nc(p(Pg(P))) = n c(l g (p(b))) 
pour tout g G G, b G B et d'autre part on a ir B ((3 g (b)) = U g rr B (b)U* = 
U g (-Kc(p(b))U* pour tout g G G. Alors, L = (7177 x [/) o j. Comme L est fidèle, 
j est injectif. 

Il est clair que p* o = 0. 

□ 

Corollaire 1.3.14. Si on suppose que la suite exacte 

est scindée (avec i, p, et a des morphismes équivariants), alors on obtient 
aussi une suite exacte scindée des produits croisés maximaux, 

-> Ax a G ^ B^pG £ Gx 7 G -> 0. 
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Démonstration. C'est évident puisque par la proposition 1.3.8 on a (p o a)^ = 
p* o a* = Idc^c- □ 

En d'autre termes, on a un isomorphisme linéaire 

fix^G = i*(A>\ a G) ^(Cx 7 G) ~ (Ay\ a G) (Gx 7 G). 

Proposition 1,3.15. Soient (A, G, a) , (B,G,f3) , (C, G, 7) des C* -systèmes 
dynamiques. On suppose qu'on a une suite exacte scindée de C* -algèbres, 

<j 

où i,p et a sont des morphismes équivariants. Alors les produits croisés ré- 
duits forment aussi une suite exacte scindée : 

-> Ax r , a G ^ fix^G V T± C* r „G -> 0. 
Démonstration. On a vu que i* >r est injective (proposition 1.3.11) et on a 

P*,r ° 0"*,r = Idcxi ri7 G- 

Notons \ K avec X = A, fi, C les surjections canoniques respectivement 
de Kx k G — > Ky\ r . tk G, k = a, /3, 7. Puisqu'on a une suite exacte scindée 

fix^G = ï*(Ax a G) © <7*(Cx 7 G), 

le diagramme 

^A^ a G-^B>ipG^^C^G -0 



(7 * 



Ac 



^Ay\ ra G—^By\ r0 G^=^C>\ r ^G 



As 

\ 

a rjQ U s- fi X t ^Kj, I5=z: O Al ri7 l 

est commutatif et comme Xb est surjective, on a 

fix ri/3 G = i^, r .(Ay\ r ^ a G) ^^(Gx^G). 

1.4 K-théorie de C*-algèbres 

La .fT-théorie de G*-algèbres est un domaine qui s'est beaucoup développé 
depuis une trentaine d'années. Il y a plusieurs livres consacrés à la K-théorie, 



□ 
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par exemple on pourrait consulter les livres [7], [22] et [34] pour se familiariser 
avec cette théorie. 

La if-théorie K et K x est un foncteur covariant de la catégorie des C*- 
algèbres dans la catégorie des groupes commutatifs. 

Ce n'est pas le but de ce travail de la présenter. Signalons ici les deux 
propriétés élémentaires, qui nous seront utiles, sans du tout rentrer dans sa 
définition. 

• Si A est une C*-algèbre qui est une limite inductive des C*-algèbres Le. 
A = lim Ai, alors K k (A), k = 0, 1 est une limite inductive des groupes 
K , Ki correspodants, Le. K k (A) = lim K k (Ai) pour k — 0, 1. 

• Si — > A — > B ^C^Oest une suite exacte scindée de C*-algèbres, 

alors — > K k (A) — > K k (B) ^ K k (C) — > pour k — 0, 1, est une suite 
exacte scindée de groupes. 
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Chapitre 2 



C 



* 



algèbres graduées 



2.1 



Semi-treillis 



Soit (C, <) un ensemble ordonné. On dit que (£, <) est un semi-treillis 
si pour tout k,£ G C, l'ensemble {m G C; m < k et m < £} possède un 
plus grand élément noté k Ai. On dira parfois (improprement) que C est un 
semi-treillis. 

Soit (£, <) un semi-treillis. 

• Si F est une partie finie non vide de C l'ensemble {k G C; W G F, k < 
£} possède un plus grand élément noté A^f£- Cela se voit immédiate- 
ment à l'aide d'une récurrence sur le nombre d'éléments de F. 

• Une partie A4 de C est appelée un sous- semi-treillis de C si pour tout 
k,£ G M, on a k A i G M. 

• Une partie commençante de C est une partie A4 de C telle que pour 
tout a G A4 on ait {6 G C; b < a} C A4. Toute partie commençante 
de C est un sous-semi-treillis de C. 

• Un sous-semi-treillis finissant de C est un sous-semi-treillis A4 qui soit 
une partie finissante i.e. telle que, pour tout a G Al, on ait {b G £; a < 



• Soit k E C. L'ensemble = {£ G £; k < £} est un sous-semi-treillis 
finissant de C. Remarquons que le complémentaire d'une partie finis- 
sante est commençante. En particulier l'ensemble C' k = C \ Ck est un 
sous-semi-treillis de C. 

• L'ensemble des sous-semi-treillis de C est stable par intersection. En 
particulier, si A4 est une partie de £, il existe un plus petit sous-semi- 
treillis de C contenant A4 ; on l'appelle le sous-semi-treillis engendré 
par A4. Il est en fait facile de caractériser ce sous-semi-treillis : c'est 
l'ensemble des A ag i?a pour F parcourrant l'ensemble des parties finies 



b} c M. 
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non-vides de M. 

• Toute partie finie M de C est contenue dans un sous-semi-treillis fini 
de C. En effet, il est clair que le sous-semi-treillis engendré par M est 
fini. 

• On dit que C est un bon semi-treillis si toute partie totalement ordonnée 
non vide de C est bien ordonnée (Le. tout sous-ensemble non vide de 
cette partie admet un plus petit élément). 

Remarque 2.1.1. Soit (C k )^ =1 , n G N une famille finie de semi-treillis. Le 

n 

produit C = Y[ £ k est muni de l'ordre : 

k=i 

pour tout a = (a k ), b = (b k ) G C alors, a < b a k < b k pour tout k. 
De plus, pour tout a, b G C on a aAb = (a k Ab k ) r ^ =1 , donc C est un semi-treillis. 

Remarque 2.1.2. Soit C un semi-treillis. On a les équivalences suivantes : 

a) L'ensemble C est un bon semi-treillis. 

b) Toute partie totalement ordonnée non vide de C admet un plus petit 
élément. 

c) Tout sous-semi-treillis non vide de C admet un plus petit élément. 

d) Tout sous-semi-treillis finissant non vide de C admet un plus petit élé- 
ment. 

C'est évident que a) b). 

Montrons b) =>- c). Soit T un sous-semi-treillis non vide de C. Par le 
lemme de Zorn il existe une partie A totalement ordonnée maximale de T. 
Notons a son plus petit élément et prenons x G T. Puisque T est un sous- 
semi-treillis aAx G T. Comme l'ensemble {aAx}UA est totalement ordonnée 
et A est maximal alors a A x G A et donc a < aAx. Cela implique a A x = a. 
D'autre part, on a a A x < x et par conséquent a < x. En d'autres termes a 
est le plus petit élément de T. 

Puisqu'une partie totalement ordonnée de C est un sous-semi-treillis de 
£onac)^>fe). 

C'est évident que c) =^ d). 

Pour montrer que d) =3- c), on considère I un sous-semi-treillis de C et 
soit J = {j G C; 3i G /; i < j}. Alors J est un sous-semi-treillis finissant de 
C. Par hypothèse J admet un plus petit élément, notons-le jo- Alors puisque 
jo G J il existe iç, G / tel que io < jo- Mais puisque par construction I C J, 
io G J. Donc jo < io et on a l'égalité, autrement dit io est le plus petit 
élément de /. 
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2.2 C*-algèbres graduées 

Rappels 

• Soit E un espace vectoriel. On dit qu'une famille (Ei) i£ i de sous-espaces 
vectoriels de E est en somme directe (ou linéairement indépendante) 
si pour toute famille (Si)- e/ telle que Si G E i: % G i" et Si ^ pour 

seulement un nombre fini au maximum de i, alors si > S; = on a 



Si = pour tout « G I. 

• Soit E un espace vectoriel normé. Une partie de E est dite totale si 
le sous-espace vectoriel de E qu'elle engendre est dense dans E. Une 
famille (Ti) ieI de parties de E est dite totale si M 7* est une partie 



totale de E. 
Soit (£, <) un semi-treillis. 

Définition 2,2,1, Une C*-algèbre 21 est dite graduée par £ ou C-graduée si 
l'on s'est donné une famille linéairement indépendante et totale (Ai) ie c de 
sous-C*-algèbres de 21 telles que AiAj C Aj Aj pour tout i, j G £. 

On dira alors que (21, (Ai) ieC ) est une C*-algèbre graduée et on appellera 
les Ai, i e C les composantes de 2t. 

Définition 2.2.2. Soit 23 une sous-C*-algèbre de 21. P osons B, = i,n 53. 
On dit que 03 est une sous-algèbre £-graduée si ft) Bi = 03. 



Soit (21, (Ai) ie c) une C*-algèbre graduée. Pour toute partie M. de C no- 
tons 2lx le sous-espace de C somme de la famille Ai pour i E M. 
On a immédiatement : 

Proposition 2.2.3. a) Si A4 est un sous- semi-treillis de C, l'ensemble 
2ljn est une sous-C* -algèbre de 21. £7/e est graduée par M.. 

b) S« .M est «ne partie commençante de C, l'ensemble 21» est un idéal 
fermé de 21. 



Le résultat suivant sera très utile dans toute la suite : 

Proposition 2.2.4. Si T est un sous- semi-treillis fini de C, l'ensemble 21 je 
est fermé dans 21. C'est une sous-C* -algèbre de 21. 





□ 
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Démonstration. On va le démontrer par récurrence sur le nombre d'éléments 
de T. 

Si T possède un seul élément T = {i} alors A4 est fermé par hypothèse. 

Supposons que c'est vrai pour tout sous-semi-treillis possèdent un nombre 
d'éléments inférieur ou égal à n — 1. On va le montrer pour T kn éléments. 

Soit i un élément maximal de T et soit S = F\{i}. L'ensemble S est un 
sous-semi-treillis de T à n — 1 éléments. 

On a 21 jr = 2I5 Ai et on remarque que S est une partie commençante 
de J 7 , donc par la proposition précédente 2ls est un idéal fermé de 2ljr. Par 
l'hypothèse de récurrence 2ls est un idéal fermé de 2ls A4. 

L'application A4 — > 2ls Aj/2ls est un isomorphisme de C*-algèbres 
puisque son noyau est nul et son image est dense. 

Soit x G 2I5 A i} il existe y G A; tel que la classe de x modulo 2l 5 soit 
égale à la classe de y modulo %l s - Alors x — yeQl s ^xEy + Ql s ^xe 
2ls © A et 21jf est fermé dans 2t. 

□ 

Notons F£ l'ensemble des sous-semi-treillis finis de £. 
Si T\, T-i G F£ alors il existe JF 3 g F £ tel que T\ C JF 3 et JF 2 c JF 3 . Par 
définition pour F, M. G ¥ c tels que .M C T on a Six C 2ljr. En d'autres 
termes les (21jf)^ 6F£ forment un système inductif de sous-C*-algèbres de 21. 

Puisque [^J 2ljr = ^ = 2l.£ contient les A„ i 6 £ et (Ai) ieC est une 

famille totale alors 2tc est dense dans 21. On en déduit que la C*-algèbre 21 
est la limite inductive des (2tjr) jreF . 



Proposition 2.2.5. Soient Ci et £ 2 des semi-treillis et (21, (A^jg^J (Vesp. 
(21, (Bj)j e £ 2 )) une C* -algèbre C\-graduée (resp. £ 2 - graduée). Supposons que 

la somme (A4 fl -Bj) est dense dans 21. Alors, 21 est a«ss« «ne C*- 

(ij)e£ix£ 2 

algèbre £1 x £ 2 -graduée dont les composantes sont les AidBj, i G £1, j G £ 2 . 

Démonstration. Montrons que la famille (A4 fl -Bj)(ij)e£ix£ 2 est linéairement 
indépendente. Soit (S i j)^j) e c 1 xc 2 une famille telle que SV, G (A, fl Bj) pour 
tout i 6 G £2 et 

Y Sij = 0. Alors, Y Y Si J = et 

puisque 

(îj)e£ix£ 2 «e£ije£ 2 
S'jj G Aj et la famille (Ai) i£Cl est linéairement indépendent on a = 

je£ 2 

pour tout i G £1. Mais puisque G £>., et la famille (Bj)j £C2 est linéairement 
indépendente, donc SV, = pour tout j G £2 et i G £1. 
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Par hypothèse elle est aussi totale, donc il suffit de montrer que (Ai n 
Bj) ■ (A e fl B k ) C (A iAi fi Bj Ak ) pour tout i,£ G £\ et j, k G £ 2 - Pour cela, 
soient G (A n Bj) et £> tt G (A> H £ fe ). Puisque S^- G A h D lk G ^ et 
(21, (Ai) ieCl ) est graduée, on a SijD ek G A iA<? . On a également SijD ek G S jAfc , 
d'où le résultat. 

□ 

2.3 Morphismes de C*-algèbres graduées 

Définition 2,3.1. Soit £ un semi-treillis et soient (21, (Ai) ie c) et (55, (Bi) ieC ) 
des C*-algèbres £-graduées. On dit qu'un homomorphisme ip : 21 — ► 55 est 

un homomorphisme de C* -algèbres graduées si if}(AA C Bi pour tout i G £. 

Proposition 2.3.2. Soient (21, (A)ie£) wne C* -algèbre graduée, B une C* - 
algèbre et ip : 21 — > homomorphisme. Pour tout sous- semi-treillis fini 

T de £, notons ipjr : 21^- ^ B la restriction de ip à 21^. Pour i <E £ on écrit 
ipi : Ai B plutôt que tp^y. 

a) Pour tout j,k <E £ et tout x G Aj, y G A k on a ipj Ak (xy) = ipj(x)ip k (y). 

b) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L 'application ip est surjective. 

(ii) La famille ipi(Ai) est totale. 

c) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L 'application ip est injective. 

(ii) Pour tout sous- semi-treillis fini T de £, ip^ est injective. 

(iii) Pour tout i G £ l'application ipi est injective et la famille ipi(Ai) 
de sous-espaces de B est en somme directe. 

Démonstration. a) est clair. 

b) Puisque l'image d'un homomorphisme de C*-algèbres est fermé et que 
la famille (A i ) i c est totale dans 21, l'image de ip est le sous-espace 
fermé de B engendré par les ift^AA. 

c) Remarquons que la condition (iii) équivaut à : (iii)' la restriction ipc 
de ijj à 2lc est injective. Il est alors clair que (i) =>- (iii) =>- (ii). 
Supposons que (ii) soit satisfait. Soit x G 2l£. Il existe un sous-semi- 
treillis fini T C £ tel que x G 21^ c 21c. Le morphisme de C*- 
algèbres étant injectif, il est isométrique. On a donc ||^(x)|| = \\x\\ 
pour tout x G 2t£ et, par densité, pour tout x G 21. 

□ 



33 



Proposition 2.3.3. Soient (21, (Ai) i£ c) une C* -algèbre graduée et B une 
C* -algèbre. Donnons-nous pour tout % G C un homomorphisme ipi : Ai — > B. 
On suppose que pour tout j,k G C et tout x G Aj, y G A k on a ipj A k(xy) = 
i^j(x)ipk(y)- Alors il existe un unique homomorphisme if) : 21 — > B dont la 
restriction à Ai soit ipi pour tout i G C 

Démonstration. Puisque les Ai sont indépendants, il existe une unique appli- 
cation linéaire ipc '■ 21/; — > B dont la restriction aux A4 soit ipi. L'application 
ipc est un homomorphisme d'algèbres involutives. Soit x G 21/;. Il existe un 
sous-semi-treillis fini T C C tel que x G 2ljr C 21/;. La restriction de ipc 
à 2ljr est un homomorphisme de C*-algèbres ^ : 21jf — > i?. On a donc 
HV'-C^)!! — 11^(^)11 < \\ x \\- On en déduit que ipc admet un unique prolon- 
gement à l'adhérence 21 de 21/;. 

□ 

On remplace maintenant la C*-algèbre B dans les propositions 2.3.2, 2.3.3 
par une C*- algèbre £-graduée (53, (-Bj) ieC ), donc on a 

Corollaire 2.3.4. £ ttn semi-treillis et soient (21, (A) i6 /;) ^ (03, (Bi) ieC ) 
deux C* -algèbres C-graduées. Soit pi : — > -Bj ttn morphisme tel que 
Pi(x)pj(y) = PiAj(xy) pour tout i,j G C et pour tout x G Ai, y G A,-. Alors 
il existe un unique morphisme p : 21 — > 03 sostf ttn morphisme de C* - 
algèbres graduées. De plus si pour tout % G C le morphisme pi est injectif 
(resp. surjectif) alors p est injectif (resp. surjectif). 

Démonstration. Cela résulte de 2.3.2 et 2.3.3. 

□ 

2.4 Sous-semi-treillis finissants et suites exactes 
scindées 

Proposition 2.4.1. Soit C un semi-treillis et A4 un sous-semi-treillis finis- 
sant de C; notons M! son complémentaire dans C II existe un unique ho- 
momorphisme p : 21 — > 2lyu dont la restriction à Ai soit égale à IdA t si i G M, 
et si i G M! . On a kerp = 21^/. Eta d'autres termes, on a 21 = 21m' © 21a4 
et «ne sm£e exacte scindée 

0^2W À 21 è 2Û7^0, 

cr 

où i et a sont les inclusions naturelles. 
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Ai si i G M 



Démonstration. Soit Bi = < , alors l'algèbre (21m, (Bi) iF r) est 

| si i G M. 

une C*-algèbre C graduée. 

ld Ai sii E M 



Soit pi : — > Pj le morphisme défini par pi 



si i G Al'. 



D'après le corollaire 2.3.4 il existe un unique homomorphisme p : 21 — > %Im 
tel que p\ A , = pi pour tout i E C. Alors pla^r = et plgj^ = de sorte 

que 2W n 21^ = {0}. 



D'autre part, 21m/ est un idéal fermé de 21 et 21» est une sous-C*-algèbre 
de 21 (proposition 2.2.3), donc 21m.' + 21m. est fermé (proposition 1.1.18). 
Comme 21m.' + 21m. contient 2lc qui est dense dans 21 on a 21 = 21m.' + 21m., 
autrement dit on a 21 = 21m.' 2lju- 

□ 

En particulier, l'ensemble C a = {b G £; a < 6} étant un sous-semi-treillis 
finissant, on obtient une suite exacte scindée 

0^2T~ £ 7^2l ë 2T~T^0 

C'a 

où l'on a noté £' a = {b G £; a ^ b} le complémentaire de £ a . 



Corollaire 2.4.2. Soit C un semi-treillis et soient (21, (Aj) ig£ ) et (23, (Bi) i( - C ) 
des C* -algèbres C-graduées. Soit p : 21 — > 03 morphisme de C* -algèbres 
graduées. Notons pi sa restriction à Ai pour tout i E C. Si p est surjectif 
alors pi est surjectif pour tout i E C. 

Démonstration. Supposons que p soit surjective et soit i E C. Par la prop. 
2.4.1, on a 21 = 2T^ 2Ç de sorte que 23 = p(2l) = p(2Q + p(2^). 
Remarquons que l'on a /0(2l/v) C 23/v et pfâc') C 23 £' Comme de plus 
23 = 23^ 23^7, il vient p(2^T) = 23^ et_p^j = 23^. 1 

Soit alors b e Bi G 23^. Il existe c G 2l/v tel que p(c) = b. Soit e > 0. Il 
existe un sous-semi-treillis fini de Ci et rr G 21^- tel que ||x — c|| < e. 

Posons T = T \ {i} et, pour j G T, notons : 23 — > 23 £ 3 l'homomor- 

phisme associé et P : 23 — > ^23^ l'homomorphisme y h- > {pj{y))j & T- On a 

P(6) = 0, de sorte que ||P(p(x))|| = ||P(p(x - c))|| < e. 
Lemme 2.4.3. On a kerP n 23jc C P*. 
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre d'éléments de T. 
Si T C {i} il n'y a rien à montrer. Sinon, soit j un élément maximal de T et 
posons T\ — T\ {j}. Soit y = ^~]yk G ker Pfl 93jr . Puisque yj = Pj(y) = 0, 

fcG.F 

on a y = yk, de sorte que par hypothèse de récurrence y G P^. □ 

Comme les p(Ak) sont contenus dans P& qui sont en somme directe, il 
vient p(Sljr) n kerP = p(2Lr) n 93^ H ker P C p(2l^) nB, C p(A)- Par la 
proposition 1.1.15 appliquée à P : p(2ljr) — > J^®£ 3Î il existe /i G p(21jf) tel 

que P(/i) = P(p(x)) et = ||P(p(x))|| < s. Posons z = p(x) — h. On a 
z G p(2ljr) n kerP C p(A) et \\p{x) - z\\ < e. Alors \\z - b\\ < 2e. Comme 
p(Aj) est fermée, on trouve b G p(A)- □ 

Par la proposition 2.3.2 et le corollaire précèdent on a alors 

Corollaire 2,4,4, Soit C un semi-treillis et soient (21, (Ai) ieC ) et (23, (Bi) ieC ) 
des C* -algèbres C-graduées. Soit p : 21 — > 53 morphisme de C* -algèbres 
graduées. Notons pi sa restriction à Ai pour tout i E C. Alors p est surjectif 
(resp. injectif) si et seulement si pi est surjectif (resp. injectif) pour tout 
i G C. 

□ 

On en déduit aussi 

Corollaire 2,4,5, Soient C un semi-treillis, 21 une C*-algèbre et (Ai) ie c, 
(Bi) ie c des familles de s ous-C* -algèbres de 21 telles que (Ai) soit totale, (P^) 
soit linéairement indépendente, AiAj C A iA j pour tout i,j G C, BiBj C 
B iA j pour tout i,j G C et Ai C Pj pour tout i E C. Alors (21, (Ai) ieC ) et 
(21, (Bi) if - C ) sont C-graduées et Ai = Bi pour tout i E C. 

Démonstration. C'est clair par la définition d'une C*-algèbre £-graduée que 
21 est une C*-algèbre £-graduée dont les composantes sont les Ai et les P.;. 
L'égalité de ces deux composantes résulte du corollaire 2.4.2. 

□ 



Remarque 2.4.6. Soit Ai un sous-semi-treillis de C. L'algèbre 21m est une 

Ai si i G M 



sous-C*-algèbre de 21, £-graduée et on a 2l>( n Ai 



si i £ M. 



En effet, c'est clair que si i G M on a 2lx n Ai = Ai 
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Supposons que i ^ M. Soit Ci = {j G C; % < j} et C\ = {j G C; i ^ j}. 
Alors on a une suite exacte scindée 

21^^21 ê 2L~T^o. 



Prenons x G 2l^vf n A non nul. Comme a; G Ai on a Pi(a;) = x. 

L'ensemble M H Ci est un sous-semi-treillis finissant de M et son com- 
plémentaire dans M est l'ensemble M n C\. En appliquant la proposition 
précédente on obtient une suite exacte scindée 

-> SW; -> ê 2W, -> 0. 

Or, = x si rc G A,- ; j G n d et = si x G A,- ; j G .M n 
donc qi est la restriction de pi à 21 jn- Puisque x G 2l>f et on a x = Pi(x) alors 
x G Pj(2tx) = qi(% M ) = 

Comme M H Ci est un sous-semi-treillis finissant de (M n Ci) U {i} et 
{i} est son complémentaire dans (A4 D U {i}, on a aussi 2l(jnn£ i )u{i} — 
%-MnCi © Aj. Puisque x G 2l>tn£ i D Aj, on en déduit que x — 0. 

2.5 Morphismes de structure de C*-algèbres gra- 
duées 

Soit C un semi-treillis et (21, (A a ) aeC ) une C*-algèbre £-graduée. Comme 
{a} est une partie commençante de C a , A a est un idéal fermé dans 2t£ a . 
On obtient donc un morphisme ip a : 2l£ a — » M(A Q ) et donc un morphisme 

K a = Va°Pa '■ 21 — > M(A a ). 

Soient a, 6 G £ tels que a < b. Notons : A fc — > M(A a ) la restriction 
à A& de (p a : 2l£ a — > M(A a ). Les morphismes </?jj s'appellent les morphismes 
de structure de l'algèbre graduée (21, (Ai) ie c). 

Proposition 2,5.1. Soit (21, (Ai) ieC ) une C* -algèbre C-graduée. Alors, 

(i) pour tout i,j<EC tels que i < j, il existe un unique morphisme 

(Pij : Aj — > M(Ai) satisfaisant (pij(y)x = yx, x G Ai, y G Aj. Les 
morphismes ifiij vérifient: 

a) ip it i = IdA t pour tout i G C, 

b) pour tout i,j<EC posons k = i A j et prenons m < i A j alors, 

VkA x )vk,j{y) g A k 



37 



et 

Vm,k(Vk,i( X )Vkj(y)) = Vm,i{. X )Vmj{y), 

pour tout x G Ai, y G Aj. 

(m) pcmr £ott£ i, j G £ existe «ne unique application 

qij : Aj x Aj — > A iA j satisfaisant q^j(x,y) = xy, x G Ai, y G A,-. Les 
applications q^j sont bilinéaires et vérifient: 

a ') <li,i(. x >y) = X V P our tout i G £, 

b') pour tout i,j G £ et x G Ai, y G A,-, q id (x,y) = q jt i(y*,x*)* et 
c') pour tout i,j,k G £ et x & Ai, y G Aj, z <E A k on a 

qiAj,k(<îi,j( x >y)> z ) = Qi,jAk(x,q jjk (y,z)). 

Démonstration. (i) Par définition on a AA/ C Aaj pour tout i, j G £. 
Si i < j alors AA/ C A donc si x G Ai, y G =^ rry G A et on 
peut définir un morphisme ip i; j : Aj — > M(A) par (fij(y)x = yx. On 
va démontrer que </?jj vérifie les conditions a) et b). En effet, 

a) est le plongement canonique de Ai — > M (Ai). 

b) Soit i,j G £ et x G Aj,y G A,-. Posons k = i A j et prenons 
z G A fe , alors par hypothèse on a AA> C A fc . Par les applications 

<p k ,i(x) : z ^ xz et (p k:j (y) : z ^ yz on a, ip k:i (x)[(p k j(y)(z)] = 
ip k>i (x)(yz) = xyz, donc ip k! i(x)(p ktj (y) = (p k;k (xy) = xy G A k . 
Soit maintenant m < /c et w G A m , alors 
<f m ,k(<fk,i( x )fk,j(y)){w) = ip m ,k(xy)(w) = (xy)w. 
D'autre part ip m>i (x)[(p m j(y)(w)] = <p mti (x)[yw] = x(yw). 
Puisque w G A m est quelconque on obtient l'égalité : 

Vm,k{.VkA X )'-Pk,j{.y)) = VmA X )Vm,i{y)- 

(ii) Puisque AA> C Aaj pour tout i, j G £ on peut définir une application 
qij : A x Aj — > Aaj par h- > q,^j(x,y) = xy qui est bilinéaire. On 

va démontrer qu'elle vérifie les conditions a), b'), c). En effet, 

a') c'est évident. 

b') Soient i,j G £ et a; G A, 1/ G Aj, par définition on a qij(x,y)* = 
(xy)* = y*x* = q jti (y*,x*). 

c') Soient i, j, k G £ et x G A, y £ Aj, z e A k alors, 

giAj,k(<ii,j( x >y)> z ) = qiAj,k( x y> z ) = x y z = ii,jAk(x,yz) 

= qi, jA k(x,qj,k(y,z)). 

□ 
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Remarque 2,5.2, Soient i, j G C tels que % < j. On suppose que le mor- 
phisme ipij est non-dégénéré Le. <pij(Aj)Ai = Ai<pij(Aj) = Ai. Suite à la 
proposition 1.1.23 tpij admet un unique prolongement en un morphisme 
^ : M(Aj) -> M (Ai). 

Si pour tout a, b G C, a < b les morphismes f a ,b sont non-dégénérés, la 
condition b) de la proposition précédente est équivalente à la condition 

VV> ° = VV^ > avec a < b < c, a,b,c e C. 

Proposition 2,5,3, (21, (A^)^) une C* -algèbre graduée. On suppose 
que les morphismes de structure tp k ^ : Ag — > M(A fc ), k < £ satisfont 
if^\(A k ) = {0}, alors pour tout i G C, l'application fi : — > M(Aj) 
es£ injective. 

Démonstration. Soit .F un sous-semi-treillis fini non vide de C. Notons £ son 
plus petit élément. Montrons par récurrence sur le nombre d'éléments de T 
que l'application (pg : 2tjr — > M(A^) est injective. 

Soient (x fc ) fce jr une famille d'éléments de avec x k G A fc et <{>i,k( x k) — 

kdT 

0. 

Si .F a deux éléments, £, /c, avec £ < k, on a (pe ik (x k ) = — ( Pe,e(xe) = 
donc (pe,k(%k) d'où l'on déduit a;*; = et X£ = —(pe,k(xk) = 0. 

Supposons que .F a au moins trois éléments et que, pour tout sous-semi- 
treillis T' de T distinct de T de plus petit élément £', l'application ip e > : 
— > M(A^) est injective. 

Soit /c G .F un élément tel que k ^ £ et que /c ne soit pas le plus grand 
élément de T. Posons T 1 = {j G T\ j < k}. Posons aussi T k = {j g T\ k < 
j} et T' k = {j G JF; ^ j}. Remarquons que J 7 ', jF fe , JF(, sont distincts de T. 

Donnons-nous un élément ^^Xj G ker ipe et soit x G A k . Le produit 

x^^Xj s'écrit î/j, où pour j G JF', on a posé yj = x Xi. Comme 

j&r jeF 1 ieF; iAk=j 

(p £ (x ^2 x j 



j = 0, on trouve ipe(^ y^j = 0. Par hypothèse de récurrence 
on trouve yj = pour tout j G T 1 ; en particulier, y k = 0. Ov y k = 



xv?fc(^^ Xj). Ceci étant vrai pour tout x G le multiplicateur fkC^ Xj) 

est nul. Par hypothèse de récurrence l'application (p k : 21^ — > M(^4 fc ) est 
injective, donc tous les sont nuls pour j G JF fc . Appliquant une dernière 
fois l'hypothèse de récurrence à T' k ^ on trouve que tous les Xj sont nuls. 
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Soit enfin % G C. Pour tout sous-semi-treillis fini T de £j, l'ensemble 
T' = JFU{i} est un sous-semi-treillis (fini) de C de plus petit élément i, donc 
la restriction de ipi à 21^ est injective, donc la restriction de ipi à 2ljr c 21^' 
est injective. Par la proposition 2.3.2, (p t : 21/v — > M(A) est injective. □ 

Soit (pi,(Ag)e e c) une C*-algèbre graduée. Rappelons qu'on obtient des 
morphismes : 21 — > M(Ai) par 7Tj = y?j o pour tout i G £, où </?j : 2l/v — > 
M(Aj) et Pi : 21 — > 21/v. Suite à la proposition 2.5.3 on a le corollaire suivant : 

Corollaire 2.5.4. Supposons que C possède un plus petit élément, £ et que 
les morphismes de structure ipk/ avec k < i satisfont ip^\(A k ) = {0}. Alors 
le morphisme (f£ = ire est injectif. 

□ 

Remarque 2.5.5. Soit C un semi-treillis et (21, (Ag) e( z C ) une C*-algèbre gra- 
duée. Supposons que les morphismes de structure ipk/, k < i satisfont 
V k }(A k ) = {0}. ' _ 

La proposition 2.5.3 montre que ker i\i = 21^ où C! i = {j G C; i % j}. 
Soit / un ensemble (infini) et (Bi) ieI une famille de C*-algèbres. Rappe- 

Ions que le produit t° des Bi que nous noterons ici Y\ B, t est 

iei 



TT Bi = {(xi) ie i; Xi G B { et sup soit fini} 
Tel 

Co 

et la somme directe c Q des Bi que nous noterons ici Bi est 



(£)Bi = {(xi) ieI ; Xi G Sjet -> quand i -> oo}. 
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Soit M une partie de £. Posons B M = M( (J) A m ) = ["J M(A m ). 

Notons 7r = (7r m ) me _ A/j : 21 — > le morphisme donné par a h- > 7r(a) = 
( 7r m( a )) me x- 0n en déduit que 

ker7r = ker (7r m ) mgA/( = P| ker vr m = 21 j où J = {j G £ : Vm G M, m ^ j} _ 
Donc le morphisme 2l/2lj — > est injectif. 
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Supposons de plus que £ a un plus petit élément, £q. On rappelle qu'un 
atome de £ est un élément a ^ i tel que si b < a =>- b = £ ou b = a. On 
dit que L est atomique si tout élément % G C différent de £ est minoré par 
un atome. Notons encore A4 l'ensemble des atomes de C. On remarque que 
l'ensemble J possède un seul élément £o et que le morphisme %l/Ae — > Bm est 

injectif. Notons 21 = j J 2l,c m . On en déduit que le morphisme — > 21 

est injectif. 
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Chapitre 3 

Reconstruction des C*-algèbres 
graduées 

3.1 Reconstruction 

Nous démontrons ici que les morphismes de structure nous permettent de 
construire les C*-algèbres graduées. 

Soit £ un semi-treillis et (A) i6 £ une famille de C*-algèbres indixées par 

C. 

On veut construire une C*-algèbre graduée 21 dont la composante indexée 
par i soit A^ Si une telle C*-algèbre graduée est donnée, on dispose par la 
proposition 2.5.1 

(i) des morphismes (p i: j : Aj — > M(Aj), pour tout i, j G C tels que i < j, 
vérifiant les conditions 

a) ip it i = ïdAi pour tout i G £, 

b) pour tout i, j G £, m < iAj et tout x G Ai, y G Aj posons k = iAj 
alors, 

et 

Vm,k(Vk,i{x)tPkj(v)) = <Prn,i{ X )<PmAy)- 

(iï) des applications bilinéaires Çjj : x Aj — > Aj A j, pour tout i, j G £, 
vérifiant les conditions 

a ') Qi,i( x iV) = X V P our tout i G £, 

6') pour tout i, j G C et x G A, y G A,-, q id (x,y) = q jyi (y*,x*)* et 
c') pour tout i,j, k G £ et x G -Aj,y G Aj,z G A fc on a 

qiAj,k(<îi,j( x >y)> z ) = Qi,jAk(x,qj, k (y,z)). 
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Proposition 3.1.1. Soit £ un semi-treillis et (A)i 6 £ une famille de C* - 
algèbres. 

(1) On se donne pour tout i,j G C tels que i < j, des morphismes <p it j : 
Aj — > M (Ai) qui vérifient les conditions a) et b). Pour i,j<E£ notons 
q i; j : Ai x Aj — > A iA j l'application (x,y) h- > <f iA j t i(x)ip iA j ! j(y). La famille 
d'applications q^j vérifie les conditions a), b'), c) ci-dessus. 

(2) Inversement, on se donne pour tout i,j G C des applications q^j : 
Ai x Aj — > A iA j qui vérifient les conditions a'), b') et c') ci-dessus. 
Pour i,j G C tels que i < j il existe un morphisme <p it j : Aj — > M (Ai) 
qui est donné par (pij(y)x = qj^(y,x) et xipij(y) = qij(x,y) pour x G 
Ai, y G Aj. La famille de morphismes ipij vérifie les conditions a), b) 
ci- dessus. 

Démonstration. (1) Soient i,j G C et x G Ai, y G Aj. 

La condition a) est satisfaite car par a) on a qi,i(x, y) = ipi t i(x)ip^i(y) = 
xy. 

On a b 1 ) puisque 

ijAy*^ x *) = i PiAj,j(y*) i PiAj,i( x *) = <PiAj,j(yY i PiAj,i( x Y 
= (<PiAj,i( x )<Pi^j(y)Y = %A x ,yY- 

Soit aussi z G A k , en utilisant b) on a 

Qi,jAk(x,qj,k(y,z)) = ¥iAjAk,i( X )¥if\jf\k,jf\k(qj,k(y , z)) 

= (PiAjAk,i ( x ) L PiAjAk,jAk {^PjAkj (y) L PjAk,k ( z ) ) 
— ViAjAk, i(x)ip 

iAjAk, iAjAk,k 

(z). 

De même on a q iAj , k (qi,j(x, y),z) = (PiAjAk,i( x ) ( fiAjAk,j(y)^PiAjAk,k( z ) donc 
la famille q^j vérifie aussi c'). 

(2) Soient i, j G £ tels que i < j et x G Ai, y G Aj. Le morphisme (pij(y) 
est un multiplicateur puisque si x' G Ai alors on a 

x'(ip id (y)x) = x'q jti (y,x) = q^(x' \q jti (y,x)) = q ii i(q id (x' ,y),x) 

= Qi,j( x ',y) x = ( xi Pi,j(y)) x - 

En utilisant les propriétés b') et c ) des q iy j c'est facile de montrer que 
(Pij est un morphisme de C*-algèbres. 

C'est évident qu'on a a). 

Soient i,jeC et posons k = i A j alors j A k = k. Soient x G Ai, y G 
Aj, z G Ak, en utilisant c ) on va démontrer b). 

ViAj,i( x )ViAj,j(y)(z) = (pi A j,i(x)(q jt i A j(y,z)) = q itiAj (x, q jt iAj (y, z)) 

= qi,jAk(x,q j>k (y,z)) = qiAj,k(qi,j(x,y),z) 
= 1k,k(qij(x,y),z) = q itj (x,y)z. 
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Donc Lp iAjti (x)(p iAjjj (y) = qi,j(x,y) G A k . 
Soit m < i A j et z G A m , alors 

L Pm,iAj( L PiAj,i( x ) l -PiAj,j(y)) z = QiAj,m (Qi ,j (%, II) j z ) = Qi,jAm{x -, Qj^mill -, z )) 

= qi,m(x,q j>m (y,z)) = (p m>i (x)q j:m (y,z) 
= <Pm,i(x)ip mJ (y)z. 

Donc (Pm,iAj(<PiAj,i( X )<PiAjÀy)) = Vm,i{ X )Vm,j{y)- 

□ 

Théorème 3.1.2. Soit C un semi-treillis et (Ai) ieC une famille de C* - 
algèbres. On se donne des morphismes 

(Pij : Aj -> M (Ai) pouri < G C, 

qui vérifient les propriétés a) et b) de la proposition 2.5.1. Alors, il existe 
à isomorphisme près une unique C* -algèbre C-graduée (21, (Ai) ieC ) dont les 
morphismes de structure soient les ipij. 

Démonstration. On va faire la démonstration par étapes : 
/) existence 

On définit 21/; = Ai et on idéntifie Ai avec son image canonique dans 

iec 

21/;. Un élément x G 21/; est écrit sous la forme x = ^^%i avec Xi ^ pour 

iec 

seulement un nombre fini de i G C. On va démontrer que le complété de 21/; 
pour une norme qu'on définira est une C*-algèbre £-graduée. On notera 21 
ce complété. 

Soient x,y G 21/; alors x = ^ Xj = (£i) ieC et y = ^j/,- = (%) je£ avec 

iG-C jG£ 

G G pour tout i, j G £. 

• Pour tout i,j G £ on pose /c = i A j et on définit le produit : 

Soit x et y G 21/;. On définit le produit dans 21/; par : 

zy = ^2 Xiy r 
i,jec 

Il résulte immédiatement de la proposition 3.1.1 que ce produit est 
associatif. 

Définissons une application * de 21/; dans lui-même par x h- > = 

îG-C 

pour tout x G 21/;. C'est clair qu'on a x** = x et (xy)* = y*x* pour 
tout x,y G 21/;, donc cette application est une involution. 
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L'espace 2tc muni de ce produit et de cette involution est une algèbre 
involutive. 

Définissons la norme de 2l/> 
• Pour tout î G £, on définit une application linéaire 

n t : % c - M (Ai) 

par 

jec jec-,i<j jec 

Montrons que 7T; est un morphisme d'algèbres involutives. 

Par bilinéarité il suffit de montrer que pour tout k E C et pour tout 

x k e A k ,yj G Aj on a n^x^j) = ^i(xk)^i(Vj)- 

Si % G C est tel que i ^ k Aj alors i ^ j ou i ^ k, donc 

^(Xfc)^^-) = = 7Tj (XkVj ) • 



Si i < % A j alors 

TTiixtyj) = ipi,kM( x kVi) = ( PiMj( l fkAj,k( x k) i PkAj,j(yj)) = (pi, k (x k )<Pi,j(yj) 
De plus on a pour tout x G %c. et tout i G C, 



*i(x*) = J2¥i,j(x*) =J2<Pi, j (x j )* = TTi(x)*. 

jec-. jec-. 
Soit S G C une partie quelconque, on définit \\x\\ s = sup ||7Ti(x)||. 

ieS 

Remarquons tout d'abord que pour tout S, \ \ ■ \ \ s est finie : 

\\x\\ S =SUp||7T i (x)|| = SUp || V (pij(Xj)\\ 

ies ies 



j-i<j 



< sup ik^oii < su p Yl ini - S 

ie>s . . ie>s ■ - , ■ .,_ 



Fil I- 



De plus, || • || 5 est une C*-semi-norme puisque c'est le supremum d'une 
famille de C*-semi-normes. 

Lemme 3.1.3. Si m est maximal dans le support de x G %c alors x m = 
n m (x). 
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Démonstration. Le résultat est immédiat par définition Le. 

j'G£ jeC:m<j 

Proposition 3.1.4, || • || £ est «ne C* -norme sur Ole- 
Démonstration. Soit x E Ole non nul, alors a; = ^^Xi avec £j 7^ pour 

iec 

seulement un nombre fini de i G C. Notons Q = {j G C : Xj ^ 0} le support 
de x. Soit m G f2 un élément maximal alors x m 7^ par définition de Q. Par 
le lemme précèdent on a n m (x) 7^ =>- ||7r m (x)|| 7^ =>- sup ||7Tfc(a;)|| 7^ =>- 

Le complété de Ole par rapport à la norme || • \ \ c est une C*-algèbre. 

Montrons que 01 est £-graduée. Les Ai sont linéairement independents 
car ils le sont dans 0l c (par définition) et || • \ \ c étant une norme sur 0l c , 
l'application Ole — ► 01 est injective. 

De plus par la définition du produit on a AiAj C A iA j pour tout i,j G C 
et finalement par construction on a que 01? = = 21/; est dense 

F&c iec 
dans son complété 01 pour la norme || • \ \c- 

II) unicité 

Soit 03 = 01 pour une autre norme || • 1^. Pour i G C notons pi : Ai — > 
£>i = l'idéntité kU s - C'est évident qu'on a pi(x)pj(y) = PiAj(xy) pour tout 
x G Ai, y G A, et i,j G £. Donc par le corollaire 2.3.4 il existe un unique 
morphisme p : 01 — > 23 qui est injectif donc isométrique, d'où l'unicité. 

□ 

Corollaire 3.1.5. Soient (01, (Ai) ieC ) et (23, (Bi) ieC ) des C* -algèbres 
C-graduées. On se donne un morphisme p : 01 — > 23 de C* -algèbres graduées. 
Notons pi la restriction de p à Ai. Alors 



a) ker p = ker pi et 



iec 



b) Imp = Impi. 

iec 

Démonstration. a) Pour tout i G £ on a ker pi C ker p, donc ker pi C 
ker p. 

Soit un sous-semi-treillis fini de C Montrons ^J^kerpj = kerpjr. 



ier 
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Soit x = ^^Xi G kerpjr alors p?(x) = donc ^^pj(:rj) = 0. Puisque 

Pi(xi) G Bi pour tout i G T et (B i ) i ^ est une famille linéairement 
indépendente on a ^(xj) = pour tout % G T. Donc G kerp^ pour 
tout % G T et x G ^-j^ ker pj. 

Si x G ker p alors pour tout e > il existe T un sous-semi-treillis fini de 

s 

C et il existe y G 21^- tel que | \x — y\ \ < -. On a | \p(y) \ \ = \ \p{y — < 

-. Puisque p(y) G p(2ljr) par la proposition 1.1.15 il existe z G 2ljr tel 

s 

que p(z) = p{y) et ||z|| = ||p(y)|| < -. 

Mais p{y — z) = y — z E ker p fl 21 je- =^ y — z E ker pjr = ker p^. 

Alors | |x — (y — z) \ \ < \\x — y\ \ + \ \z\\ < e i.e. on a trouvé un élément 
y — z dans ker pjr qui est proche de a; G ker p, donc ker p = ker pi. 

b) Comme (^4i) ig£ est totale dans 21, (p(A;)) ig£ est totale dans p(2l). 

□ 



3.2 Idéaux et quotients de C7*-algèbres graduées 

De la proposition 2.3.2 et du corollaire 3.1.5 on déduit immédiatement : 

Corollaire 3.2.1. Soient (Z,( J e)iec), {% Wfec) et (?B,(B e ) eeC ) des C*- 
algèbres C-graduées. On se donne i:3^2le£p:2t^03 des morphismes 
de C* -algèbres graduées. Si pour tout £ E C la suite — > — > — > — > 
est exacte, alors la suite 0^3^2t^Q3^0 est exacte. 

□ 

Proposition 3.2.2. (21, (Aj)j 6j c) «ne C* -algèbre graduée et prenons la 
surjection canonique ir : 21 — > 21/7 cm / est un idéal fermé de 21. On pose 
7r(Aj) = 5j. yl/ors on a «ne équivalence entre : 

a) J est «ne sous-C* -algèbre C- graduée de 21 fe£ dans ce cas on a 

^ / n Ai = I d'après la définition 2.2.2). 

iec 

b) La famille (Bi) est linéairement indépendente, autrement dit 
(21//, (_Bj) ie£ ) est une C* -algèbre C-graduée. 

Démonstration, b) =>- a) On applique le corollaire 3.1.5 pour ker7r = /. 
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a) =>■ b). Comme 21 est une C*-algèbre C graduée, par la proposition 2.5.1 
il existe une unique application bilinéaire q^j : Ai x Aj — > A iA j définie par 
Qi,j( x ,y) — X U pour tout x G Ai et y G Aj qui vérifie les conditions a'), b'), c') 
de cette proposition. On a le diagramme suivant : 



Ai x Aj >• Ai/yj 



Bi x Bj — — >- Bi A j 



où q'ij est une application bien définie. En effet, soit Xi = n(x' i ) G Bi et 
Vj = K{y'j) G Bj (avec x- G Ai et ^ G A,-) alors x { yj = 7r(x-^) G £ iAj et 
q'i j(xi,yj) = Xiyj est bien définie. 

Comme les applications iiij et 7r iAj sont surjectives q\ ■ vérifie aussi les 
conditions a'), 6'), c ) de la proposition 2.5.1. 

Alors d'après le théorème 3.1.2 il existe à isomorphisme près une unique 
C*-algèbre £-graduée (23, {Bi) i&c ) dont les applications de structure soient 
les 4i à . 

Pour tout i G C, notons 7Tj la restriction de n à Ai. D'après le corollaire 
2.3.4 il existe un unique morphisme tt' : 21 — > 03 dont la restriction à soit 
7Tj pour tout i E C Comme ker 7Tj = 7 n Ai pour tout i G £ et par hypothèse, 

on a ker n' = ker Wi = I H Ai = I = ker 7r. Les applications tt et 7r' 

iec iec 

sont surjectives et ont même noyau. Il existe donc un unique isomorphisme 
p : 23 — > 21/J tel que po n' = n. 

Comme (03, (Bi) ieC ) est une C*-algèbre graduée (21/J, (p(Bi)) ieC ) est gra- 
duée. Or, en considérant la restriction de po7r' et 7r à Aj, on trouve p\ B = Id# t 
de sorte que p(-Bj) = -Bj, d'où le résultat. □ 
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Chapitre 4 



Produits tensoriels et produits 
croisés de C*-algèbres graduées 



4.1 Produits tensoriels 

Les produits tensoriels de deux (un nombre fini) C*-algèbres graduées 
par des semi-treillis finis ont été étudiés dans [21]. Nous généralisons ici leur 
résultat dans le cas de semi-treillis quelconques. 

Notons a la C*-norme minimale min ou maximale max. 

Lemme 4.1.1. Soit (21, (Ai)i eC ) une C* -algèbre graduée et C une C* -algèbre. 
Alors (21 ® a C, {Ai ® a C)e e c) es t aussi une C* -algèbre C-graduée. 

Démonstration. Tout d'abord, montrons que pour tout i G C l'inclusion 
naturelle ipt : A^ 21 induit un morphisme injectif ipi ® a Idc : Ai ® Q C — > 
21 ® a C. En d'autres termes, montrons que (A e ® Q C)i eC est une famille de 
sous-C*-algèbres de 21 <8> a C. 

C'est immédiat pour le produit tensoriel minimal. 

Montrons-le pour le produit tensoriel maximal. Soit £ G £, puisque 21 est 

une C*-algèbre graduée on a par la proposition 2.4.1 une suite exacte scindée 

pi 

- 2t £ , - 21 +± % Ct - 0. 

Par la proposition 1.2.2 on a des morphismes 



21 ® max C 2l £ , ® max C 

0"^Cî5maxlClo 

et (p £ ® max Id c ) o (cr £ <g> max Id c ) = (p< o a>) <g> Idc = W 5i^ 8miX c- Donc 
le morphisme ai ® ma x Idc est injectif. Puisque Ai ® max C est un idéal de 
%c e ®max C on a le diagramme suivant : 
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et par conséquent <pe ® m ax Idc est injectif. 

Montrons ensuite que (Ag ® a C)e G c est une famille linéairement indépen- 
dente. Soit (xi) ie c une famille telle que Xi G Ai ® a C pour tout i G C et 
notons I — {j & C : Xj ^ 0} le support de x = x^. On va montrer par 

récurrence sur le nombre d'éléments de / que si Xj = alors = pour 

iei 

tout i E I. 

C'est évident si / a un seul élément. Supposons que c'est vrai pour tout 
sous ensemble de / distinct de /. Soit m G / un élément maximal et x — 
= 0. Puisque 21 est graduée on a 

iei 

Vra 



o - su -> a «=* 2i £m -> o. 



Par les propositions 1.2.12 et 1.2.13 on a aussi : 



o — >%a m ® a c — -2t® Q c ^ 2i£ m ®aC — -o. 

cr m (gl a Idc 

Donc (p m çg> a Idc) (a;) = a; m = et = 0. Comme I\{m} est un sous- 

iel\{m} 

ensemble de / par hypothèse de récurrence on a Xi = pour tout i G I\{m}, 
d'où le résultat. 

La famille (A e çg> Q C)e & c est clairement totale. 

Soient £, i' G £, on vérifie facilement avec les tenseurs élémentaires qu'on 

a (A t ® a C)(A' e ® a C) c A M ® a C. 

□ 

On va généraliser ce résultat par la proposition suivante 

Proposition 4.1.2. Soient C et A4 deux semi-treillis. Soit (21, (A^)^) «ne 
C*-algèbre C-graduée et (05, (-B m ) me ju) wne C* -algèbre A4 -graduée, alors 
(21 ® a 05, (Ae ® a -B m )(^,m.)e/;xx) wne C* -algèbre C x A4-graduée. 
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Démonstration. Soit £ G C,m G A4, puisque 21 et 03 sont des C*-algèbres 
graduées on a par la proposition 2.4.1 des suites exactes scindées 

Pe 

o - - a ±± % Cl - o, 

ai 

0^23^7 -> 23 S 23^:^0. 

On remarque que si ipg : A e <^-> 21 et ^ m : 5 m <^-> 23 sont les inclusions 
naturelles pour tout £ G £ et m G .M, alors par les propositions 1.2.5 et 1.2.2 
on peut définir un morphisme ipe ® a ip m : çg> Q 5 m — > 21 ® a 23 pour tout 
I G £ et m 6 M. Montrons que (pg <8 Q est injectif. 

Par la proposition 1.2.5 le morphisme (pe<8> m mi>m es t injectif donc Ag<g> mill 
B m est une sous-C*-algèbre de 21 <g> min 03 pour tout £ G £ et m G .M. 

Montrons-le pour le produit croisé maximal. Soit £ E £ et m E A4. 
Puisque 53 est une C*-algèbre graduée en appliquant le lemme 4.1.1 pour 
C = Ai on a un morphisme injectif 

®max i>m ■ Ag ® max B m -> ^ (g) 

max 

23. 

Maintenant on utilise la graduation de 21 et on applique une deuxième fois 
le lemme 4.1.1 avec C = 23. On obtient donc un morphisme injectif 

<p t ® max Idgs : A e <g> max 23 -> 21 <g> max 23. 

La composition de ces deux morphismes injectifs ® max Id<s) ° (Id^ ® m ax 
■0 m est aussi un morphisme injectif. Autrement dit Ae® max B m 
est une sous-C*-algèbre de 21 ® max 23 pour tout £ G C et m G A4. 

Montrons ensuite que la famille (Ag ® a -Bm)(^,m)e£xA< est linéairement 
indépendente. Il est clair (sur les tenseurs élémentaires) que A t ® Q _B m C 
(A £ ® a 23) n (21 ® a B m ) pour tout f G £ et m e M. Mais par le lemme 4.1.1 
les familles (A^Cg> a 23)£ 6 £ et (%i® a B m ) meM sont linéairement indépendentes, 
d'où le résultat. 

La famille (Ag (g> Q -B m )(£,m)e-Cxx est clairement totale. 

Finalement, soient (£,m), (£',m') G £ x A4 et ag ® /? m , <g> /3 m / des 
tenseurs élémentaires de A £ ® a _B m , (g> Q B m <. Alors (c^ ® f3 m )(ag< ® An') — 
(g> Pmfim' G A M ® Q 5 mAm /. On en déduit que (Ag<g> a B m )(Ag, ® a B m ,) C 
Aim< ® a B mAm r. 

□ 
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Remarque 4,1,3. Par la proposition précédente on a une C*-algèbre CxM- 
graduée (21 <g> a 03, (A é <g> a B m )^ m)&C xM) et on a montré que A e ® Q B m C 
(A e <g> Q 03) n (21 <S> a B m ) pour tout t G £ et m G A4. Montrons l'égalité. 

Par le lemme 4.1.1 la C*-algèbre (21 ® a 03, (A^ ® a *B)eec) est £-graduée 
et (21 (g) a 03, (21 ® Q B m ) meM ) est .M-graduée. Puisque (A e <g> Q B m ) 

(e,m)eCxM 

est dense dans 21 ® Q 03, en appliquant la proposition 2.2.5, on a que (21 <g> a 
03, ((Ae®aïï)ïï(%®aB m ))(e jm ) e cxM) est aussi une C*-algèbre graduée. L'éga- 
lité A t ® a B m = (A^(g) a 03)n(2l® û ,-B m ) résulte maintenant du corollaire 2.4.5. 

Remarque 4.1.4. On reprend les hypothèses de la proposition 4.1.2. Suite 
a la proposition 2.5.1 on remarque que les morphismes de structure de la 
C*-algèbre C x .M-graduée (21 ® a 03, (A e ® a B m )^ m ^ e cxM) son t donnés par 

(P(e,mue',m') = <Pi,i' ®« ¥m,m> pour (£,m), (£',m) G C x M tels que i < £' et 
m < m' où (pgf, (pm,m> sont les morphismes de structure de la C*-algèbre 
graduée (21, (A e )c eC ) et (03, (B m ) meM ) respectivement. Plus précisément, si 
on <8> Pm, oiii <S> j3 m > sont des tenseurs élémentaires de Ae <g> a B m , Ay ® a B m i 
respectivement avec £ < £' et m < m alors le morphisme 

VtjP ®a Vm,m> ■ A e ®* B m > -> M (A e ® Q B m ) 
est donné par 

(M 

On peut voir facilement que les morphismes (p(e, m ),(e',m') vérifient les condi- 
tions a) et b) de la proposition 2.5.1. 

Remarque 4.1,5, Soient C et M. des semi-treillis qui chacun possède un 
plus petit élément noté £q et mo respectivement. Alors le semi-treillis produit 
C x M possède aussi un plus petit élément noté (£ ,m ). 

Soit (2l<g) a 03, (Ai ® a -B m )(£, m )e£xA4) une C*-algèbre £ x .M-graduée. On 
suppose que les morphismes de structure ip^y avec £ < £' et y^m.m' avec 
m < m! de l'algèbre (21, (A^)^) et (03, (B m ) me M) respectivement vérifient 
(pJ e (Ae) = {0} et ^^ m i{B m ) = {0}. Alors, par le corollaire 2.5.4 les mor- 
phismes (pe : 21 — > M(Ag ) et </? mo : 03 — > M(B mo ) sont injectifs. 

D'après le corollaire 1.2.9 le morphisme 

ip mo : 21 

Winin 

est injectif. 
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On peut généraliser ces résultats par récurrence pour une famille finie 
de semi-treillis (C k )% =1 , n G N et une famille finie de C*-algèbres (2l fc )£ =1 
graduées par C k , k G N respectivement. 

4.2 Produits croisés 

Proposition 4.2.1. Soit £ un semi-treillis et soit (21, {Ai) ieC ) une C* -algèbre 
C-graduée, munie d'une action continue d'un groupe localement compact G. 
Supposons que pour tout i G C la C* -algèbre Ai est G -invariante i.e. stable 
'par les automorphismes de 21, a g , g G G. 

Alors le produit croisé maximal (2lx a G, (Ai>\ a G) i&c ) et le produit croisé 
réduit (2lx rjQ G, (AiX\ rt0l G) i&c ) sont des C* -algèbres C-graduées. 

Démonstration. On va faire la démonstration pour le produit croisé maximal 
puisque le même raisonment démontre que le produit croisé réduit est aussi 
une C*-algèbre £-graduée. 

Soit k G C et C k = {j G C\k < j}, C' k = {j G C\k ^ j}. Puisque 
(21, (Ai) ieC ) une C*-algèbre £-graduée par la proposition 2.4.1 on obtient 
que 21 = 21/y t&c k - Par le corollaire 1.3.14 on a donc une suite exacte 
scindée des produits croisés maximaux, 

-> 2T^x Q G ^ 2lx a G S 2^^G -> 0. 
Autrement dit on a 

2lx a G ~ (â^Txi a G) (2T^x Q G) 

On va démontrer que : 

i) h k : A fc x Q ,G — > 2lx a G est injectif pour tout k E C 
iï) La famille de C*-algèbres (AjX a G). g£ est linéairement indépendante, 

iii) (Ai>i a G)(Aj>i a G) C Aj A jX Q G ,Vi,je£, 

iv) [J Stjc-XaG' = ^ AiX a G est dense dans 2lx Q G. 

T&c ieC 

i) Comme A k est un idéal de %c k alors A k y\ a G est un idéal de 2l,c fc x Q G 
et on a 

4^G ( -%x a G 

2tx Q G. 
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ii) Soit/G2lx Q G, f = ^f t = avec fi ^ pour seulement un nombre 

iec 

fini de i G C. Notons O = {j G £ : /j 7^ 0} le support de /. Supposons 
que 7^ et soit m G fi un élément maximal alors / m 7^ =>- | |/ m | | 7^ 0. 

On a £ m fl f2 = {m} et puisque est un morphisme ||/ m || < || /i| |. 

Mais ^ /j = =>- / m = 0, ce qui est absurde. 

iec 

iii) Soient i,j G £ et soit G C c (G,Aj), /j G C c (G,Aj) alors par la 
définition du produit dans l'algèbre involutive C C (G, 21), pour tout s G 
G on a * /j)(s) G A iAj . Donc C c (G,Ai)C c {G,Aj) C C c (G,A^j) et 
par continuité du produit on a (A i x a G')(A,x Q G') C (A iA j>\ a G). 

iv) Par hypothèse on a que l'algèbre 2ljr = ^ est dense dans la 

C*-algèbre 21. Puisque le produit croisé des limites inductives est la 
limite inductive des produits croisés on a iv). 

□ 

Remarque 4,2,2, On reprend les hypothèses de la proposition 4.2.1. Les 
morphismes de structure de 21, ipij : Aj — > M (Ai) avec i < j, sont équi- 
valants. Suite à la proposition 1.3.12, on remarque que les morphismes de 
structure de la C* algèbre graduée (%Lx a G, (Ai>\ a G) ieC ) sont les morphismes 

<pfy. A^ a G ^ M(A^ a G) 

pour tout i,j G C tels que i < j satisfaisant (pfj(f)g — / * 9 pour tout 
/ G Aj~y\ a G, g G A^ a G. 

Egalement, pour le produit croisé réduit (Slx^G, (A^^G) ieC ) on re- 
marque que ses morphismes de structure sont les morphismes 

satisfaisant (f r i'J(f)g = f * g pour tout / G A^x^G, g G A;X rjQ G. 

Remarque 4.2.3. Soit (21, (Ai) ieC ) une G*-algèbre graduée. On suppose que 
£ a un plus petit élément qu'on note £q et que les morphismes de structure 
(p k> e : Ai — > M(A fc ) satisfont (/^(A^) = {0}. Alors, par le corollaire 2.5.4 on 
obtient que (pe : 21 — > M(A^ ) est injectif. 

Soit G un groupe localement compact agissant sur 21 et préservent les 
A i} notons a cette action. Par la proposition 4.2.1 on a que 2lx r Q G est une 
G*-algèbre graduée. Le morphisme équivariant ipt est injectif, alors par la 
proposition 1.3.12, le morphisme (f r e '^ : 2lx rjQ G — > M(Ae x 1 . ia G) est injectif. 
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Chapitre 5 

Propriétés des C*-algèbres 
graduées 

On suppose dans la suite qu'on se donne un semi-treillis C et une C*- 
algèbre £-graduée (21, (Ai) ieC ). 

5.1 Commutativité 

Proposition 5.1.1. La -algèbre 21 est commutative si et seulement si les 
composantes Ai sont commutatifs pour tout i G C 

Démonstration. C'est évident que si 21 est une C*-algèbre commutative alors 
toute sous-C*-algèbre de 21 est commutative. Donc Ai est commutative pour 
tout i G C 

Supposons que Ai est commutatif pour tout i & C. Par densité, il suffit 
de montrer que pour tout i,j G C et Xj G A^ yj G A, on a XiUj = HjXi. Mais 
XiUj = (PiAj,i(%i)¥iAj,j(yj) et comme A iA j est une C*-algèbre commutative, 
l'algèbre de multiplicateurs M(A iA j) l'est aussi, donc Xijjj = l PiAj,i( x i) l PiAj,j(yj) 

= ViAj,j(yj)ViAjA X i) = Uj X i- 

□ 

Etudions le spectre de C*-algèbres graduées commutatives. 

Remarque 5.1.2. Soit (21, (A e ) ee c) une C*-algèbre graduée et commutative. 
Soit i G C et Xi un caractère de A^. Notons Xï son extension dans l'algèbre 
des multiplicateurs M (Ai). Alors, on définit de façon unique un caractère de 
21 par x — Xi ° n i ou n i — ¥i ° Pi est le morphisme 21 — > M (Ai). On obtient 
ainsi une application continue injective ipi : Sp(Aj) — > Sp(2l). 

Soit x un caractère de 21 et supposons qu'il existe i,j G £ tels que x = Xi° 
7Tj = Xj- o 7Tj. On peut supposer que i % j. Alors 7Tj| A = donc Xi ° ^t^. — 
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or Xj ° ftj\ A = Xj 7^ d'où la contradiction. Autrement dit les images des ipi 
sont disjoints. 

Proposition 5.1.3. Soit (21, (A^ 6 £) «ne C* -algèbre graduée et commuta- 
tive. Si C est un bon semi-treillis alors 

Sp(Vl) = \jMSp(A l )). 

iec 

Démonstration. Soit x £ Sp(2l). On considère l'ensemble I = {i G £',X\ A - ^ 
0}. On remarque que / est un sous-semi-treillis de C car si i,j & I prenons 
Oj G Aj, a_j G tels que x( a i) 7^ et x( a j) 0? alors puisque x es t un 
morphisme de C*-algèbres on a x( a i a j) — x( a i)x( a j) donc X\ A - A - 0- 
Par hypothèse et par la remarque 2.1.2 l'ensemble / admet un plus petit 
élément qu'on note Ïq. On pose Xi = X\ A - > a l° rs Xi 0- On va montrer 
que x — ipioiXio)- Pour cela il suffit de montrer que pour tout j G C et 
% G A,, x( a j) = V'io(Xio)( a j) car a l° rs P ar linéarité l'égalité sera vraie pour 
tout x G 21/; et par densité pour tout x G 21. 

Soit j G £. Si i ^ j, puisque i est le plus petit élément de J, alors j £ I 
et par conséquent x\ A . = 0- D' a utre part si a,- G A,-, alors ^(x^X ?) = 

xTo °^o(«i) = 0. 

Si i <j, puisque Xi 7^ il existe a io G A io tel que x* ( a *o) = x(a*o) = 1 
et comme 7Tj (aj ) = aj alors V'ioCXioX'O = 1- Soit Oj G Aj, alors 

^o(Xio)(%) = V'io(Xio)(%)V'io(Xio)( a io) = ^i (Xi )( a j a i ) = Xio( a i«io) 

= X(aja i0 ) = x(%)x(oi ) = x(%) 
d'où le résultat. □ 

Remarque 5.1.4. Soit C un bon semi-treillis et (21, (AXe-c) une C*-algèbre 
graduée, commutative. On suppose que les morphismes de structure <fij sont 
non-dégénérés pour tout i, j G £ tels que i < j. 

Soit M. un sous-semi-treillis de C On a % M C 21. Supposons que 2l»2l = 
21, autrement dit que tout élément de C est majoré par un élément de 
M. A l'inclusion u : 2lju — > 21 correspond alors l'application continue * : 
Sp(2l) — > Sp(21m) donnée par x l— *• X t. Etudions cette application à 
la lumière des décompositions Sp(2l) = ^JVi(Sp(A)) et comme un sous- 

iec 

semi-treillis d'un bon semi-treillis est un bon semi-treillis écrivons de même 
Sp(2Û7) = (J Pm (Sp(A m )). 

meM 

Soit x £ Sp(2l). Il existe un unique i G C tel que x = V'i(Xi) e ?MSp(Aj))- 
Soit £j = {j G £; i < j}. Comme X| A 7^ et les morphismes <p i; j sont non- 
dégénérés pour tout j G C tel que i < j,x es t non nul sur A,Aj donc x\ A . 7^ 0- 
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En d'autres termes on a Ci = {j G C;i < j} = {j G C;x\ A - 0}- Posons 
Mi = M fl Ci = {m G M;i < m} = {j G M;x\ A - 0}> a l° rs Mi est 
un sous-semi-treillis finissant de M . Puisque C est un bon semi-treillis, M 
admet un plus petit élément (remarque 2.1.2). Soit m Q = m(i) = infA^j. 

Al0rS XU mo = Xm ± 0. 

Le morphisme (pi !mo : A mo — > M (A4) détermine une application continue 
^i : Sp(Ai) -> Sp(A mo ) qui est donnée par tfj(xi) = xi <A,m - Notons 
l'extension de </?i )mo à l'algèbre des multiplicateurs M(A mo ). Le diagramme 



•21 



M(A mo ) >M(A) 



est commutatif (on le vérifie sur les composantes de Six)- Par conséquent le 
diagramme 



Sp(4)^S P (4no) 



Pm 



s P (2i) — ^ s P (si. 



M, 



est commutatif. En d'autres termes l'application \1/ est entièrement décrite 
par l'application ^j. 



5.2 Nucléarité 

Proposition 5.2.1. La C* -algèbre 21 est nucléaire si et seulement si les 
composantes Ai sont nucléaires pour tout i G C. 

Démonstration. Supposons que pour tout i G C, Ai est nucléaire. Soit B une 
C*-algèbre. Par le lemme 4.1.1, (21 ® max B, (Ai ® max B) ieC ) et 
(21 ® min B, (Ai ® min B) ieC ) sont des C*-algèbres £-graduées. 

Notons p : 21 ® max -B — > 21 <E> m in -B l'homomorphisme naturel. Pour tout 
i G £, p(Aj ®max -B) C Aj ® m i n B. Donc p est un homomorphisme de C*- 
algèbres graduées. Notons pi la restriction de p sur A;(g) max .B. Par hypothèse 
Pi : ® max -B — > A, ® min _B est un isomorphisme de C*-algèbres donc en 
appliquant la proposition 2.3.2 on a que p est un isomorphisme. 

Supposons que 21 est une C*-algèbre nucléaire. Soit i G C, alors 21/v qui 
est un quotient de 21 est nucléaire. Donc Ai qui est un idéal fermé de 21/v est 
nucléaire. □ 
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5.3 Exactitude 



Proposition 5.3.1. La C*-algèbre 21 est exacte si et seulement si Ai est 
exacte pour tout i G C 

Démonstration. Si 21 est exacte, comme pour tout i G £, Ai est une sous- 
C*-algèbre de 21, alors Ai est exacte. 

Supposons que Ai est exacte pour tout i G C. Soit 0— * A — > B — > C ^ 
une suite exacte de C*-algèbres. Par le lemme 4.1.1 les C*-algèbres (A ® min 
21, (A ® min At) ee c), {B ® min 21, {B ® min A*) €G£ ) et (C ® min 21, (C ® min 
sont £-graduées. On vérifie facilement que les morphismes induits A ® m i n 

21 " S>min Jdgl > 5 ® min 21 et ® min 21 ^"^1 (7 <g) min 21 sont des morphismes de 
C*-algèbres graduées. Comme A e est exacte la suite 

Id A f „ 

-> A ® min A e U B ® min A t U C ® min A e ^0 

est exacte donc par le corollaire 3.2.1 la suite 

-> A ® min 21 ^ min " g > 5 ® min 21 P0mîn " a > C ® min 21 -> 
est exacte. Cela prouve que 21 est exacte. 

□ 



5.4 K-théorie 

L'inclusion naturelle de A t 21 pour tout i E C définit un morphisme 
de groupes K, K k (Aj) — > fT fc (2l), = 0, 1. Donc on en déduit un morphisme 
$ des groupes K et i^i, 

iec 

Proposition 5.4.1. <3> est un isomorphisme. 

Démonstration. Soit T G F £ . On va montrer par récurrence sur le nombre 
d'éléments de T que $jr : ^j^fr fe (Aj) — > if fc (2l^), k = 0, 1 est un isomor- 

phisme de groupes. 

C'est clair si T possède un seul élément. Supposons que T a au moins 
deux éléments et que pour tout sous-semi-treillis distinct de J 7 , T 1 le résultat 
est vrai. 
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Soit l 7^ min^ 7 , puisque est une C*-algèbre jF-graduée, par la propo- 
sition 2.4.1 on a une suite exacte scindée de C*-algèbres 

o a^->o. 

Donc, on en déduit une suite exacte scindée de groupes 

- K k {K n ) À X fe (2l^) â K fc (2t^) - 0, fc = 0, 1, 

<j 

et on a le diagramme suivant : 











0. 



Par hypothèse de récurrence, on a que $^ et sont des isomorphismes, 
donc l'est aussi. 

Puisque la if-théorie préserve la limite inductive, on a le même résultat 
pour un semi-treillis infini C. □ 



61 



Chapitre 6 

Exemples de C*-algèbres graduées 



6.1 Semi-treillis de sous-groupes 

Soit G un groupe localement compact. L'ensemble G des sous-groupes 
fermés de G est un treillis (complet) pour l'inclusion : si (HA ieI est une 
famille quelconque de sous-groupes fermés de G, leur intersection Ç\Hi est 

iei 

bien le plus grand élément de {H G G; Vi G /, H C Hj} ; le plus petit élément 
de {H E G', Vi G /, Hi C H} est l'adhérence du sous-groupe engendré par 
les Hi. 

Pour H E G, posons A# = C (G/H). Si H,K E G sont tels que K C 
iï, toute classe à gauche x E G/K est contenue dans une classe à gauche 
Pk,h( x ) ^ G/H, d'où une application continue Pk,h '■ G/K — > G /H. On en 
déduit un homomorphisme : A H = C (G/H) — > Cb(G/K) = M(A K ). 

Lemme 6.1.1. Soient H, K G Les conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) On a (pHnK,H{A H )ip Hr]K , K (A K ) C A^n^. 

(h) L'application q : x i— ► (pHnK,H(%),PHnK,K(%)) de G/(HC\K) dans 
G/H x G/K est fermée. 

(iii) Le sous-ensemble HK = {xy; x E H, y E K} est fermé dans G et 
l'application produit H x K — > ifi-T, (x, y) h- > xy, est ouverte. 

(iv) ph(K) est fermé (dans G/H) et l'application K — > p H (K) obtenue par 
restriction de pu est ouverte. 

( v ) Pk(H) est fermé (dans G/K) et l'application H — > Pk(H) obtenue par 
restriction de px est ouverte. 

Démonstration. Tout d'abord on remarque que q est une application injec- 
tive. 
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Montrons (ii) =>- (i). Puisque q est continue, injective et fermée, c'est une 
application propre donc pour tout C sous-espace compact de G/H x G/K, 
q~ l (C) est un sous-espace compact de G /(H n K). Soit / G C (G/H), g G 
C (G/K) et supposons que WfW^ < 1, WgW^ < 1, on va montrer que fg = 
tpHc\K,H(f) l PHc\K,K{.g) G Cq(G / (H fl X)). On doit montrer que pour tout 
s > O le sous ensemble M := {x G G/(H(~)K) : > e} de G/(H(~)K) 

est compact. 

Soient d = {x G G/if : \f(x)\ > e}, C 2 = {x G G/if : \g(x)\ > e}. 
Par hypothèse, ce sont des sous-ensembles compacts de G/H, G/K. En uti- 
lisant le fait que <Phdk,h et <phdk,k sont des morphismes de C*-algèbres on 
a M C q~ l {C\ x C 2 ). Puisque Ci x C 2 est compact et g est propre, alors 
q~ 1 (Ci x C 2 ) est compact et par suite M est compact. 

Montrons (i) =^ (n). Montrons en fait que q est propre. Soit C un com- 
pact de G/H x G/if et montrons que g _1 (C) est compact. Il existe Ci, C 2 
compacts de G/if et G/if tels que C C Ci x G 2 . Comme g _1 (G) est un 
fermé il suffit de montrer que ç _1 (Ci x G 2 ) est un compact. 

Soit / G C (G/H) telle que / = 1 sur Ci et soit g G C (G/K) telle que 
5- = 1 sur G 2 . Par hypothèse on a fg = y H nK,H(f)tfHnK,K(g) e C (G/(H fl 
if)). L'ensemble S — {x E G/(H C\ K) : (fg)(x) = 1} est un compact de 
G/(if n K ), or ç -1 (Ci x G 2 ) C S donc g' 1 (Ci x C 2 ) est compact. 

Montrons que (ii) (m). Soit r : G — > G/H x G/K l'application 
x i— > (p H (x),p K (x)). Puisque g est injective, p : G — > G/ (Hf]K) est surjective 
et ouverte et r = g o p, on a les équivalences suivantes : 

a) q:G/(Hf]K)^ G/ H x G/K est fermée. 

b) q(G/(Hf]K)) est fermé et G/(Hf]K) -> q(G/(Hf]K)) est un homéo- 
morphisme. 

c) r(G) est fermé et r : G — > r(G) est ouverte. 

Rappelons d'abord qu'un carré cartésien (d'espaces topologiques) est un 
carré commutatif d'applications continues 

X Y 

9 

tel que l'application X — > Fx T Z déduite soit un homéomorphisme de X sur 
le produit fibré {(y, z) G y x Z; g (y) = f(z)}. 
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On considère le diagramme suivant 




Puisque les applications pu '■ G — > G/H et px '■ G — > G/if sont ouvertes, 
l'application t : GxG — > G/H xG/K est ouverte. En d'autres termes l'appli- 
cation naturelle (G x G)/(H x K) — > G/iï x G/if est un homéomorphisme. 

On ar(G) = q(G/(HnK)) 

= {(x,y) G G/H x G/K; 3g e G : x = gH, y = gK}, alors 

r 1 (r(G)) = {(<?!, <? 2 ) eGxG;3geG,3heH,keK: gi = gh,g 2 = gk} 
= {(9i,92) £ G x G; 3h <E H, k <E K : g^g 2 = h~ x k} 
= {( gi ,g 2 )eGxG:g^g 2 eHK}. 

On en déduit que HK est fermé si et seulement si t _1 (r(G)) est fermé 
dans GxG, autrement dit si et seulement si r(G) est fermé. 

Remarquons que le produit fibré de G par t _1 (r(G)) au-dessus de r(G) 
s'écrit 

Gx r(G) r 1 (r(G)) = Gx G/HxG/K (G x G) 

= {(x,y, z) G G x G x G; r(x) = 2)} 

= {(i,!/,z)GGxGxGi x" 1 ?/ G if, a;" 1 ^ G if} 

Pour (g,h,k) G GxH x K posons s(g, h,k)=g et /i, k) = (gh, gk) G 
i _1 (r(G)). L'application *0 : G x H x K — > Gx r ( G )t _1 (r(G)) donné par 
(g,h,k) t— > (g,gh,gk) est un homéomorphisme. Donc le diagramme suivant 
est un carré cartésien 



Les applications du diagramme ci-dessus sont surjectives. De plus £ r (G) est 
ouverte car t l'est. Puisque G x H x K est le produit fibré Gx r ( G )t~ 1 (r(G)) 
alors r est ouverte si et seulement si l'est. L'application t' : £ _ (r(G)) — > 
G x HK donnée par (gi,g 2 ) | — ► (<7i, 9\ l 92) est un homéomorphisme. Donc 



G x ii x if ^r 1 (r(G)) 




G 



r 



^r(G). 



65 



l'application 0' = t'o<p : GxHxK — > GxHK définie par 0'(g, /i, fc) = (5, hk) 
est ouverte si et seulement si l'application H x K — > iïif est ouverte d'où 
l'équivalence (u) (m). 

On va montrer que (ni) (if). Tout d'abord on remarque que 

p H l p H {K) = {geG: p H (g) G p H (K)} = {g G G; 3k G K, gH = kH} 
= {g G G; 3k G K, 3h G H : g = kh} = KH. 

Donc Ph{K) est fermé dans G/ H si et seulement si KH est fermé et par 
passage aux éléments inverses de KH on a que Ph(K) fermé si et seulement 
si HK est fermé. 

D'autre part, l'application K x H — > Kx PH ^KH donnée par (fc, /i) 1— > 
(fc, kh) est un homéomorphisme. Donc on a un carré cartésien : 

K x H >■ KH 

Y V 
X "î>ff(^). 

Donc l'application K — > pu{K) est ouverte si et seulement si l'application 
K x H — > Xif est ouverte, ce qui a lieu si et seulement si l'application 
H x K ^ HK est ouverte. 

Par symmetrie on obtient aussi que (iii) <^ (i>). 

□ 

Donnons-nous un sous-semi-treillis C de Ç et supposons que tout H,K G 
£ satisfont les conditions équivalentes du lemme 6.1.1. On déduit du théo- 
rème 3.1.2 : 

Proposition 6.1.2. Il existe une algèbre graduée (21, (Ah)hec) dont les mor- 
phismes de structure soient les <Pk,h définis ci-dessus. 

□ 

L'algèbre des multiplicateurs de C (G) est l'algèbre Cb(G) des fonctions 
continues bornées sur G. 

Pour H E C. Notons p H : G — > G/H l'application quotient. L'application 
f ^ f °Ph identifie C (G/H) à une sous-C*-algèbre de C b (G). 

On obtient des morphismes ipn qui sont non-dénégérés pour tout H E C 
donc ils se prolongent à des morphismes <pn définis sur l'algèbre de multi- 
plicateurs Cb(G/H). Il est clair que ipn = <Pk <Pk,h pour tout H,K G C 
tels que K C H. Ceci implique que (p H (f){p K (g) = (pHnicifg) pour tout 
K, H G C et / G C (G/H),g G C (G/K). On en déduit un homomorphisme 
p:Sl->C 6 (G). 
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Proposition 6.1.3. L'homomorphisme : 2t — > Cb{G) est injectif si et 
seulement si, pour tout H,K G C tels que K C H et H ^ K l'espace 
quotient H/K n'est pas compact. 

Nous aurons besoin d'un lemme : 

Lemme 6.1.4. Soient K,H deux sous-groupes de G avec K C H. 

a) Si H/K est compact on a tp K , H (C (G/H)) C C (G/K). 

b) Si H/K n'est pas compact on a ipK,H(Co(G/H)) D Cq{G/K) = {0}. 

Pour cela on démontre le lemme suivant : 

Lemme 6.1.5. Soit G un groupe localement compact et soient H et K des 
sous-groupes fermés de G tels que K C H. 

a) Si H/K est compact, l'application Pk,h est propre. 

b) Si H/K n'est pas compact, pour tout a G G/H la partie p~^ H ({a}) n'est 
pas relativement compacte dans G/K. 

Démonstration. a) Soit C une partie compacte de G/ H, puisque G est lo- 
calement compact et l'application pn est ouverte et surjective, il existe 
une partie compacte A de G telle que Ph{A) = C. On a P~^ H {C) = 
{ax; a G A, x G H/K}, c'est l'image du compact A x H/K, donc une 
partie compacte de G/K. 

b) Soit g G G dont la classe est a, l'application x i— > gx est un homéomor- 
phisme de G/K qui envoie H/K dans P~/l H {{a})- Or, comme H/K 
est fermé dans G/K et n'est pas compact, il n'est pas relativement 
compact. 

□ 

Démonstration du lemme 6.1.4- 

a) Soit / G C {G/H). Pour tout e > 0, l'ensemble {x G G/K; \f o 
Pk,h{x)\ > e} = p~j/l H {{x G G/H; \f(x)\ > e}) est compact, donc 
f°PK,H eC (G/K): J ' 

b) Soit / G C (G/K)r)ip K , H (Co(G/H)). Pour tout a G G/H, l'application 
/, constante sur PxVll })? Y es ^ donc nulle. 

□ 

Démonstration de la proposition 6.1.3. S'il existe H, K avec K d H, 
H ^ K et if/if compact, alors pour / G C (G/H) on a 

¥>(/ - VK,H(f)) = <PhU) - <PK(<PK,H(f)) = °» 
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donc ip n'est pas injective. 

Supposons inversement que pour tout H,K G C tels que K C H et 
H 7^ K l'espace quotient H/K n'est pas compact. Nous distinguons trois 
cas : 

a) Si {e} G C. Ce cas résulte immédiatement du lemme 6.1.4 et de la 
prop. 2.5.3. 

b) Si aucun H e C n'est compact, on pose C = C U {{e}} et on revient 
au premier cas. 

c) S'il existe H E C avec H compact, alors pour tout K e C, l'espace 
H/H fl K est compact. Cela n'est possible que si H fl K = H. Donc 
H est le plus petit élément de C. Par a prop. 2.5.3, l'application n H : 
21 -> C b {G/H) c C b (G) est injective. 

□ 

6.2 Exemple non-commutatif 

On en déduit que si on a un semi-treillis de sous-groupes fermés vérifiant 
les conditions du lemme 6.1.1 et de la proposition 6.1.3, les sous-C*-algèbres 
C (G/H) x G C !(L 2 (G9) forment une sous-C*-algèbre de 1(L 2 (G)) graduée 
(à l'aide de la proposition 4.2.1). 

Exemple 6.2.1. Soit X un espace vectoriel de dimension finie et soit G le 
treillis pour l'inclusion de tous les sous-espaces vectoriels de X. En dimen- 
sion finie, un sous-espace vectoriel est fermé et toute application linéaire et 
surjective est ouverte. Donc la condition (iii) du lemme 6.1.1 est satisfaite 
et on a pour tout Y, Z G Q que C (X/Y)C (X/Z) C C (X/(Y n Z)). Par 
la proposition 6.1.2, on a pour tout sous-semi-treillis C de Q une C*-algèbre 
graduée 

a = 0c o (x/y). 

Yec 

De plus, un espace vectoriel n'est pas compact, donc la condition b) du lemme 
6.1.5 est aussi satisfaite et on peut considérer 21 comme une sous-C*-algèbre 
de C h (X) = M(Cq(X)) C B(L 2 (X)) où la deuxième inclusion est donnée par 
l'application qui à une fonction u G Cb(X) associe un opérateur de multipli- 
cation par u défini sur L 2 (X). 

On remarque que 21 est stable par translations. On considère le produit 
croisé 21 x X pour l'action continue de X donnée par les translations. Par la 
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proposition 4.2.1 ce produit croisé est aussi une C*-algèbre ^-graduée Le. 



2lxX = 0(C o (X/F) xX). 
En appliquant une nouvelle fois la proposition 6.1.3 et par l'exemple 1.3.4 on a 



a x x = 0(c o (x/y) x x) c m(c (x) *x) = m(k(l 2 (x))) 

= 1(L 2 (X)). 

En d'autres termes 21 x X est aussi une C*-algèbre d'opérateurs définis 
sur l'espace de Hilbert L 2 (X). 

L'exemple précèdent est une autre approche du produit croisé considéré 
et étudié par M. Damak et V. Georgescu dans [15] et par V. Georgescu et A. 
Iftimovici dans [18] (voir en particulier théorème 3.12). 

6.3 Exemples commutatifs 

Exemple 6.3.1. On se donne un plan V et n droites ôi, i — l,...,n de V. On 
définit n formes linéaires fi, i = l,...,ndeV telles que ker fi = ôi, i = 1, n. 
On a un treillis d'espaces vectoriels T' = {{0}, S 1: S n , V}. Par l'exemple 
précèdent on a une C*-algèbre jF'-graduée : 

» = C (V/Y) c C b (V). 

YdT> 

On se propose de déterminer le spectre de la C*-algèbre commutative et 
unifèrc 23. 

On commence par traiter le cas n = 1. Alors le treillis T 1 = {{0},ôi,V} 
et l'algèbre 23 = C (V) C. 

On considère le sous-treillis de T' , T\ = {{0},ôi}. Alors, on a un idéal 
<8i = C (V) C (P/5i) C C b (V). Par le théorème de Gelfand-Naimark on 
a23 1 ~C (Sp23 1 ). 

Idéntifions V à M 2 et ôi à 1' "axe des x" (Le. {(x,y); y = 0}). Alors un 
élément de C (V/ôi) est de la forme (x,y) h- > g(y) où g G C (R). Posons 
T = P X (]R) = RU {oo} qui est homéomorphe au cercle. On a alors les 
inclusions ^ : C (P) ^C (Tx M) et ip Sl ■ C (P/5i) ^C (Tx R) données 
par : 
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^o{f) ■ (x,y) 




f(x, y) si x G M 
si x = oo 



On vérifie facilement que les morphismes ^ et satisfont les hypothèses 
de la proposition 2.3.3, Le. 



i^oAsAfg) = Mfg) = MMMM e c (P), <? g c (W), 

où le produit fg = <p o ,o(/)<Po,«i(0) est donné par (fg)(x,y) = f(x,y)g(y) 
pour tout (x, y) G T x R. Donc il existe un unique homomorphisme ^ : 
03 1 -> C (T x R) dont la restriction à C (P) et C (P/<Ji) soit Vo et ^ 
respectivement. De plus, comme le diagramme 



est commutatif, le morphisme ip est injectif. 

L'algèbre 03 est obtenue en adjoignant une unité à 03i, ie. JB = 03i 
et le morphisme ifj s'étend de manière unique à un morphisme ip : 03 — > 
C((T x R) U {ex)}) où (T x I) U {oojjst le compactifié d'Alexandroff de 
T x M. C'est évident que le morphisme ip est injectif etjle plus il est surjectif 
d'après le théorème de Stones-Weiestrass car l'algèbre t/>(03) sépare les points 
de (T x R) U {oo}. Donc 03 ~ C((T x R) U {oo}), autrement dit le spectre de 
03 est homéomorphe à (T x R) U {oo} qui topologiquement est homéomorphe 
à une sphère pincée. 

Pour n > 2, on commence par considérer un autre exemple d'algèbres 
graduées : considérons une base de l'espace vectoriel E = R™, (e± : e n ). Soit 
I un sous-ensemble de {1, ...,n}. Notons Pj le sous-espace vectoriel engendré 
par (ei) ieI . Soit T l'ensemble {Pj; I Ç {1, ...,n}}, alors T est un treillis dont 
le plus petit élément est {0}. On remarque que l'application / i— > Pj est un 
isomorphisme de treillis. 

On va plonger V dans E par l'application linéaire (fi, ...,/«) : V — ► R n . 
On a V fi Pj = {0} pour tout / tel que dimP/ < n — 2. Notons = 
-P{i,...,n}\{î}5 « — 1, les hyperplans de E 1 , alors les droites ôi = V (~) {xi = 
0} = V H Hi avec i = 1, n. 

Puisque les conditions équivalentes du lemme 6.1.1 sont satisfaites pour 
tout H, K G T on a par la proposition 6.1.2 une C*-algèbre jF-graduée 




*C (T x R) 



Y 




C b (V). 
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(21, (C (E/H)) H er) dont les morphismes de structure soient les ^k,h définis 
ci-dessus. Elle est donnée par : 

%=®C (E/H). 

On remarque que 21 est commutative et unifère donc par le théorème de 
Gelfand-Naimark on a 

21 ~ C(Sp(2t)). 

Puisque les hypothèses de la proposition 6.1.3 sont satisfaites on peut 
considérer 21 et par conséquence C(Sp(2l)) comme une sous-C*-algèbre de 
l'algèbre Cb(E). On appelle encore p> cette inclusion. En d'autres termes, 
Sp(2l) est un compactifié de E. 

On va montrer que l'image de 21 dans C b (E) est l'espace de fonctions 
continues sur le tore de dimension n, T n , autrement dit que Sp 21 = T". 

Puisque T n est un compactifié de E, la C*-algèbre C (E) est un idéal 
essentiel de C(T n ). On obtient donc un morphisme injectif p : C(T n ) — > 
C b (E) = M(C (E)). 

Notons J l'ensemble {1, ...,n} et soit I C J. Notons /' = J\I et soit p Pl 
l'application quotient 

p Pl : E -> E/Pj ~ P P . 

Soient pp et pp Jt les inclusions naturelles de E et P// dans leurs compactifiés 
T n et T 1 , donc par continuité on peut prolonger p Pl en une application 
PPj : T" — > T 7 . Autrement dit, on obtient le diagramme commutatif 



Pe PPp 

T n > T J . 

Soit H E J 7 alors H = P I} I Ç J. Par le diagramme précèdent on 
en déduit un morphisme ipn '■ Cq{E/H) — > C(T n ) et on a le diagramme 
commutatif : 



C (E/H)^-^C(T n ) 




C h {E). 

Comme p est injective, le morphisme ipu = p 1 oi Po,h satisfait les hypothèses 
de la proposition 2.3.3, alors il existe un unique homomorphisme ip : 21 — > 
C(T n ) dont la restriction sur C (E/H) soit Donc on a le diagramme 
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Y 




c 6 (#) 

qui est commutatif et par conséquent le morphisme ip est injectif. 

Pour montrer qu'il est surjectif, par le théorème de Stone-Weiestrass, il 
suffit de montrer que t/>(21) sépare les points de T n . Soient x, y G T n tels 
que x 7^ y, alors il existe j G {l,...,n} tel que Xj ^ yj avec Xj,yj G T. 
Donc il existe / G C (M) telle que f(xj) ^ /(%)■ Or l'application ipj(f) : 
(zi,...,z n ) i — /(zj) est un élément de t/>(21) et tjjj(f)(x) ^ *Pj(f)(y) d'où la 
surjectivité voulue. 

On revient dans notre cas de l'algèbre 23. On va montrer que 23 est l'ai- 

Tl 

gèbre des fonctions continues définies sur le tore T g à g trous où g = E(-) 
qui, dans le cas où n est impair, est pincé i.e. deux de ses points sont identifiés. 

A l'inclusion (propre) P — > E correspond un homomorphisme (surjectif) 
Cb(E) — > Cb(V). Puisqu'on a 21 C Cb(E), on obtient donc un morphisme 
$:2t^C 6 (P). 

Pour tout Pj; I Ç {1, n}, soit $ P/ la restriction de $ sur les composants 
de 21, C (E/Pj). 

Si dimP/ < n - 2 on a P <^-> E/Pj et par suite l'image par $ P/ de 
CoiE/Pj) dans C 6 (P) est C (P). 

Si P/ = Pj, i — 1, ...,n alors pour tout i, P/i^i est homéomorphe à P/5i 
et on a un isomorphisme donné par : C (E/Hi) ~ C (P/<5j). 

Donc on a montré que $(21) = 23. 

D'autre part 21 = C(T n ) et en considérant C(V) comme une sous-algèbre 
de C b (V) alors $ est la réstriction de C(TT) àV i.e. C(P) = $(21) = 23. En 
d'autres terms, Sp(23) est l'adhérence de P dans T n . 

Décrivons un peu plus cette adhérence. Avec les hypothèses de départ le 
plan P sera de la forme suivante : 

P = {(xi, ...,x n ) G R n ; x k = A ijk Xi + B ijk Xj}, 

avec i, k,j G {1, ...,n},i,j fixés, A; ^ {i,j} et les coefficients réels Aij k , Bij k 
sont non nuls et ils vérifient B^A^i ^ AijkBije pour tout k,£ ^ 
distincts. 
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Notons par Q l'adhérence de V dans (R) n . Alors l'adhérence de V dans 
T™, V = p(Q) où p est la surjection canonique (M) n — ► T\ 

Soit (ai, a n ) G Q alors il existe une suite de vecteurs (xi^, x n> k)k G ^ 
telle que (xi^, x ni fc) — > (ai, a n ) quand — >■ oo. 

Supposons qu'au moins deux coefficients de (ai, a n ) soient finis, a*, aj, 
et soit m G {1, j}. Alors si x^k — >■ ai et — > aj quand k — > oo on 
obtient que x mjfc = A ijm x iik + B ijm x jik -> A ijm aj + B ijm aj, donc a m est fini. 
On en déduit que la limite de (xi ^, ...,x n fc) quand k — > oo est dans P. 

Supposons qu'un seul coefficient a^ est fini. Alors si j G {1, ...,n}\{z} et 
Xi,k — * ai quand k — > oo et si x^^ — > a^ = oo, où oo signifie +00 ou— 00, pour 
m G {1, ...,n}\{i, j} on a x mjfc — > A ijm a, + B ijm aj = A ijm ai + B ijm (oo) = 00, 
où le signe de l'infini dépend du signe de l'infini limite de Xj^ et du signe de 
Bij m , i.e. a m = Bij m (aj). Donc dans Q on a des vecteurs dont un coefficient 
est fini et les autres sont infinis. On les appelle les droites à l'infini et puisque 
i parcourt l'ensemble {l,...,n} il y en a 2n. On va montrer que le nombre 
des points d'intersection de ces droites, qu'on appelera points à l'infini, est 
également 2n. Par conséquent Q aura la forme d'un polygone à 2n côtés. 

En effet, choisissons une orientation de V et un point A G V\ U" =1 <5j. On 
réindexe les droites de la façon suivante : on choisit d'appeller la première 
droite qu'on rencontre dans le sens direct par S%, la deuxième 82 jusqu'à la 
nième 8 n , i.e. on obtient 




On choisit les n formes linéaires fi,i = 1, ...,n telles que fi(A) = 1 pour 
tout i. Donc, dans le secteur formé par les droites 8\ et 8 n qui contient le 
point A, les signes du point à l'infini seront tous positifs. Si on traverse la 
droite 81 et on passe dans le secteur formé par 81 et 8 2 au-dessus du point A, 
les valeurs de f\ deviennent négatives, donc on a un changement du premier 
signe en négatif i.e. le point à l'infini sera (—00, +00, +00). Avec la même 
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procédure on ne trouve que 2n possibilités de signes qui sont de la forme 
(+,...,+,-,...,-) et (-,...,-,+,...,+). 




+) 



Donc l'adhérence de V dans (IR) n est un polygone à 2n côtés. En passant 
de (M) n à T n , on idéntifie +00 et —00, ce qui revient à 

a) identifier chaque côté au côté opposé 

b) identifier tous les sommets. 




..,+) 



La première identification, donne lieu à la surface de Riemann Y g dont la 
forme normale est aia2---a n a ï a 2 ■■■ a n (voir par exemple dans [24], [29]) 
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qui est équivalente à 

a i Ci2Ci i 1 «2 1 • • • &n- 1 &n&n- 1 a n 1 

si n est pair et à 

a i «2 «i 1 «2 X - • • a n- 2«n- 1 «rë- 2 a n- 1 a « a n 1 

si n est impair. C'est donc un tore à g trous où g = E(— ). 

Indexons les sommets par Z/2nZ. En faisant l'identification des côtés on 
identifie aussi le j-ième sommet avec le sommet j+n—1 pour tout j G Z/2nZ. 
En d'autres termes deux sommets sont identifiés si et seulement si ils sont 
dans la même orbite pour l'addition de (n — 1) dans Z/2nZ. Or, si n est pair 
PGCD(n - 1, 2n) = 1 et si n est impair PGCD(n - 1, 2n) = 2. 

Donc l'application Y g — > Sp(Q3) est un homéomorphisme lorsque n est 
pair. 

Lorsque n est impair, on passe de Y g à Sp(*B) en idéntifiant ces deux 
points, Sp(23) est donc une surface de genre g pincée. 



Appliquons la remarque 5.1.4 à cet exemple. 

Remarque 6.3.2. Notons T le treillis donné par T = {{0}, Si, 8 n , V} 
et T' le treillis qui contient une droite de moins, par exemple choisissons 

Soit 21f = C (V/H) et = C {V/K) les C*-algèbres graduées 

correspondantes. Elles sont commutatives et unifères. On a 21^ C et par 
conséquent on a une application ^ : Sp(2ljr) — > Sp(2l^v). Notons A// = 
C {V/H) pour tout H E J 7 . 

Puisque et T' sont finis, ce sont de bons treillis et on a Sp(2l^) = 
[J Sp(A#) et Sp(2ljr/) = [J Sp(A^) (proposition 5.1.3). 

Soit x £ Sp(2ljc). Il existe un unique if G T tel que x — Xh G Sp(A#). 
En appliquant la remarque 5.1.4 on obtient que : Si H G J 7 ', l'image de xh 
par l'application \l/ est lui-même. Si if G JF\jF' Le. H = ô n , alors infjfT G 
•F'; Ç K} = V et l'image de xs n par l'application \1/ est dans Sp(Ap) Le. 
c'est le point à l'infini. 

En d'autres termes, on passe du spectre de 2ljr à 21^/ en contractant la 
droite V/S n en un seul point : le point à l'infini. 
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Exemple 6.3.3. Soit C un semi-treillis et (A)ie£ l a famille de C*-algèbres 
définie par Ai = C pour tout i G C Pour i,j G C tels que % < j posons 
ifiij = Idc- Ces morphismes vérifient les propriétés a) et b) de la proposition 
2.5.1, donc par le théorème 3.1.2 il existe à isomorphisme près une unique 
C*-algèbre £-graduée (21, (Ai) ie c) dont les morphismes de structure soient 
les (fij. On veut ici calculer son spectre Sp(2l). 

Montrons que l'ensemble des sous-semi-treillis finissants non vides de C 
est en bijection avec l'ensemble des caractères de 2t. 

Notons e i} i G C l'image de 1 G Ai dans 21. C'est clair que est un 
idémpotent pour tout i G C donc si x es t un caractère de 21 on a x( e i) £ 
{0, 1}. De plus, par la définition du produit dans 21 on a CiCj = e^j pour 
tout i,j G C 

Soit x un caractère de 21. Posons M x = {i G C; x( e i) — !}• C'est un sous- 
semi-treillis de C car si i,j G M. x on a x( e iAj) — x( e i e j) — x( e i)x( e j) — 1 
donc i A j G M x . C'est un sous-semi-treillis finissant car pour i G M x et 
j G C tel que i < j on a x(ej) = x(ei)x(e,) = x(eiej) = x(e*) = 1 i.e. 



Soit Al un sous-semi-treillis finissant non vide de C. D'après la pro- 
position 2.3.3 il existe un unique homomorphisme xm '■ 21 — > C satis- 



fet, il est facile de voir que, puisque Ai est un sous-semi-treillis finissant, 
XM(^ e i)XM(f J ' e j) — XM^^ihj)- Comme M ^ 0, Xm es t un caractère de 21. 

Remarquant que tout caractère est déterminé par sa valeur sur (i G C) 
on a montré que les applications x ^ Ai x et i-^ son t des bijections 
inverses l'une de l'autre. 

Remarquons enfin que, puisque Ai = C, Sp(Aj) a un seul point Idc- On 



a ■0j(ldc)(ej) = < ' . , ie. ^j(Idc) = Xc v H en résulte qu'un caractère 



X de 21 est dans M ■0i(Sp(A)) si et seulement si 7W X est de la forme Ci 



i.e. si et seulement s'il possède un plus petit élément. Finalement Sp(2l) = 



ipi(Sp(Ai)) si et seulement si C est un bon semi-treillis. 

iec 

Etudions un cas particulier de cet exemple. 

Exemple 6.3.4. On considère l'ensemble Q avec son ordre. Remarquons 
que Q étant totalement ordonné, c'est un semi-treillis mais ce n'est pas un 



jeM 



faisant Xm(^î) 



A, i G M 
0,i£M 



pour tout À G C et tout i G C. En ef- 
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bon semi-treillis. On prend alors C = Q et on va étudier le spectre de la 
C*-algèbre graduée correspondante (21, (A^^q). 

Notons B b (R) la C*-algèbre des fonctions complexes boreliennes bornées 
définies sur R. 

Pour tout i G Q on définit une application ri : Ai — > <B&(R) par rj(Aej) = 
Al]-oo,i] ou 1 es t la fonction caractéristique. On vérifie facilement que Tj 
est un morphisme injectif de C*-algèbres satisfaisant l'égalité T iA j(\eifj,ej) = 
Ti(Xei)Tj(iiej) pour tout i,j 6 Q et A,/i G C. Par conséquent, suite à la 
proposition 2.3.3 il existe un unique morphisme r : 21 — > <B&(R) dont la 
restriction à A soit r« pour tout i G Q. 

Montrons que r est injectif. D'après la proposition 2.3.2 il suffit de l'étu- 
dier pour tout sous-semi-treillis fini T de Q. Soit T G Fq. Supposons que 
T possède n éléments. Puisque l'ordre est total on peut aussi supposer que 
T = {ii,...,i n } avec i\ < i 2 < ... < i n - Soit t>- la restriction de r à 2ljr et 
x G ker rjr. Alors x = \ei et Àjl]_ 00) j](s) = pour tout s G M. Pour s 



tel que i n -\ < s < i n on trouve À n = 0. Si on prend s tel que i n -2 < s < i n -i 
on a À n _i + À„ = et par conséquent À n _i = 0. On continue de la même 
manière et on démontre que \ = pour tout i G T . Autrement dit x = et 
Tjr est injectif. 

On peut idéntifier donc 21 avec son image par r. Décrivons cette image. 
On va montrer que r(2l) = A où A est l'espace des fonctions complexes 
boreliennes bornées définies sur M qui sont réglées, continues à gauche en 
tout point de M, continues sur R\Q, nulles en +oo et qui admettent une 
limite en — oo. 

Montrons d'abord que A est une sous-C*-algèbre de #&(R). Il suffit de 
montrer qu'elle est fermée. Ceci est clair car une limite uniforme de fonctions 
réglées (resp. continues à gauche en tout point de M, resp. continues sur K\Q, 
resp. nulles en +oo, resp. qui admettent une limite en — oo) est réglée (resp. 
continue à gauche en tout point de M, resp. continue sur R\Q, resp. nulle en 
+oo, resp. admet une limite en — oo). 

Pour tout i G C, r(ej) G A donc t(QIc) C A. Puisque A est fermé et %c 
est dense dans 21 on a r(2l) C A. 

Soit / G A. Supposons que la limite de / en — oo est égale à À, donc 
soit e > 0, il existe a G Q tel que pour tout x < a on ait \f(x) — A| < s. 
D'autre part / est nulle en +oo donc il existe A G Q tel que pour tout 
x > A on ait < e. Autrement dit, pour tout x G] — oo, a]U]A, +oo[ on 

a \f(x) - Al]_ 0OjO ](x)| < e. 

Puisque / est une fonction réglée, elle est réglée sur [a, A] et il existe une 
fonction en escaliers g sur [a, A] telle que ||/ — <?||oo = sup{|/(i) — g(t)\,t G 
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[a, A}} < e. Il existe donc une subdivision i , i±, i s de [a, A] telle que io = a 
et i s = A et g est égale à une constante c r sur ]i r _i, i r [ pour tout r G {1, s}. 

Par hypothèse / est continue à gauche en i r pour tout r G {0, s} donc 
|/(v)-c r | = t hm \f(t)-g(t)\<e. 

Si i r ^ Q, la fonction / est continue en i r donc il existe j r ç]i r ,i r+ i[nQ 
tel que pour tout t G [i r ,jr] ° n ait |/(£) — < £■ Pour t G [i r , j r ] on a 

|/(*)-Cr| < l/(0-/(v)| + |/(g-C r | <2£. 

Si i r G Q, on pose j r = i r . 

Maintenant on a une nouvelle subdivision j ,...,j s de [a, A]. Soit g la 
fonction définie par 

{0, t > A 
X,t<a 
Cr, t e]j r -i,jr] avec r G {l,...,s}. 

On a g = Xl]-^] + ^ c ^ 1 ]>-i,>] = Ar ( e a) + c r r(e jr - e jr _J G r(2l^) 

r=l r=l 

où T = {jo,-,j s } e F Q . Comme ||/ -#||oo = sup \f(t) - g(t)\ < 2e et r(2l) 

tëR 

est fermé on en déduit que / G 7" (21). 

On a Sp(2l) = Sp(r(2t)) = Sp(»4). Par l'exemple précèdent il y a une 
bijection entre les caractères de 21 et les sous-semi-treillis finissants non vides 
M. de Q. Remarquons que les seules formes possibles de M sont les suivantes : 
M = Q ou M = Q n [t, +oo[= Ct ou M = Qn]t, +oo[= M t avec t G Q. 
Remarquons que si t G K\Q alors £ t = .Mt. On a donc une bijection naturelle 
entre les caractères de 21 et {Q} U {C t ; t G IR} U {M t ; t G Q}. 

Idéntifions le caractère qui correspond à chacun de ces sous-semi-treillis 
finissants à travers l'isomorphisme r : 21 — > A décrit ci-dessus. En vérifiant 
qu'il coïncide sur les générateurs ei (i G C) on trouve : 

• Xq(°) = lim T ( a )( s ), 

• Xc t ( a ) — T ( a )(t) pour tout t G R, 

• XA4t( a ) — b m r ( a )( s ) pour tout t G Q. 
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